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DISCOURS  PRÉLIMINAIRE.  . 


Depuis  l’époqq^  où  les  Sciences  se  sont 
enrichies  des  Calculs  différentiel  et  intégral , 
la  plus  grande  partie  des  Géomètres,  et  même 
Leibnitz  et  Newton  qui  en  furent  les  pre- 
miers inventeurs  • (’♦') , n’ont  été  réellement 
persuadés  de  la  rigueur  du  Calcul  différen- 
tiel que  par  l’identité  des  résultats  qu’ils  ont 
obtenus  en  employant  ce  dernier  Calcul , et 
^celui  purement  algélprlque , dans  les  solutions 
des  questions  susceptibles  d’être  résolues  par 
ces  deux  Calculs.  Mais  aucun  de  ces  Géo- 
’ mètres  n’avait  pu  entièrement  soulever  le 
voile  qui  cachait  la  vérité  à tous  les  yeux  ; 
et  les  efforts  qu’ils  faisaient  pour  y parvenir, 
ont  donné  lieu  à ces  fameuses  discussions  sur 


(*)  Leibnitz  publia  sa  découverte  du  Calcul  dilfé- 
rentiel  dans  les  Actes  de  Leipsick  pour  le  mois  d’oc- 
tobre 1684 , et  Newton  publia  en  1686,  son  livre  des 
Principes , qui  prouve  que  ce  grand  Géomètre  possé- 
dait déjà  à un  haut  degré  la^  méthode  des  fluxions  ou 
Calcul  différentiel  , qûoique  cette  analyse  y soit  dé- 
guisée sous  la  forme  d’une  synthèse  compliquée,  qui  n’a 
été  comprise  que  quand  les  Calculs  différentiel  et 
intégral  ont  eu  fait  de  grands  progrès.  • 
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la  métaphysique  (*)  du  Calcul  diflerentîol. 
Les  Leibnitz , Bernoulli  frères , et  autres  par- 
*.  tisans  du  système  du  premier  de  ces  grands 
Géomètres  , disaient  que  , de  même  qu’on 
regardait  comme  infinie  une  quantité  plus 
grande  que  toute  autre  quantité  donnée,  quel- 
que grande  que  l’on  suppose  cette  dernière, 
ce  qui  rendait  la  première  de  ces  quantités 
incapable  de  croître  ou  de  diminuer  par  l’ad- 
dition ou  la  soustraction  d’une  quantité  finie  ; 
de  même  aussi  l’on  devait  considérer  la  troi- 
sième proportionnelle  géométrique  à la  quan- 
tité infinie  et  à la  finie  , comme  incapable 
d’altérer  la  grandeur  d’une  quantité  finie  par 
voie  d’addition  ou  de  sousU’aclIon.  Ce  raison- 
nement est  dans  le  fond  très-faux  , et  conduit 
à des  conclusions  absurdes  ; car,  i°  l’infini  a 
son  opposé  dans  le  zéro  absolu,  et  non  dans 
cette  troisième  proportionnelle  ou  quantité 
dite  ir^inUésimale  qui , si  elle  n’est  pas  rigou- 
reusement le  zéro  absolu  , est  évidemment 
infiniment  plus  grande  que  ce  zéro  ; et  il  est 
clair  d’après  cela,  que  suivant  la  loi  de  symé- 


(■*')  Un  homme  de  beaucoup  d’esprit,  et  collabo- 
rateur du  Journal  de  l' Empire' , a dit  il  y a quelque 
temps  dans  ce  même  journal , que  la  métaphysique  est 
le  vrai  domaine  des  disputes  des  mots,  des  malentendus, 
et  des  équivoq^s. 
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trie  qui  existe  dans  les  grandeurs  de  conti- 
nuité, la  quantité  que  ces  Géomètres  appellent 
infiniment  petite,  aurait  son  opposée  symé- 
trique dans  une  grandeur  infiniment  plus  pe- 
tite qu’une  quantité  infinie,  et  par  conséquent 
sa  grandeur  opposée  serait  une  quantité  finie. 
^^ais  dans  l’ordre  naturel  des  ^andeurs  con- 
tinues , l’opposé  symétrique  à une  quantité 
finie  et  significative  , est  elle-même  finie  et 
significative  ; donc  il  n’existe  pas  de  grandeur, 
quelque  petite  qu’on  la  suppose  , pourvu 
qu’elle  ne  soit  pas  rigoureusement  nulle  ou 
le  zéro  absolu,  qui  puisse,  par  voie  d’addition 
ou  de  soustraction,  ne  pas  rigoureusement 
altérer  une  grandeur  donnée;  et  par  consé- 
quent les  quantités  dites  infnitésinialcs  n’exis- 
tent pas.. 

2°.  Il  est  rigoureusement  vrai  queario^jc, 
mais  il  est  faux  que  si  dx  n’est  pas  le  zéro 
absolu , on  puisse  établirréquation2:;±</x=:j:; 
car  il  s’ensuivrait  de  là  l’équation  dx  = o , qui 
serait  absurde  d’après  l’Iiypothèse  précédente; 
11  est  aussi  faux  que  dx  ddx=  dx  ; car  ou 
dx  = o,  et  alors  il  est  absurde  de  concevoir 
une  quantité  ddx  infiniment  plus  petite  que 
zéro,  ou  si  dx'^o,  l’équation* précédente  est 
fausse,  puisqu’elle  ne  pourrait  avoir  lieu  que 
si  on  avait  en  même  temps  ddx  = o,  ce  qui 
serait  absurde  d’après  l’iiypothèse-  d’où  l’on 
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est  parti,  qui  est  que  ddx  n’est  pas  le  zéro 
absolu , et  ainsi  de  suite  pour  les  difiérentielles 
des  ordres  ou  degrés  supérieurs.  , 

Newton , inventeur  du  Calcul  des  fluxions, 
et  d’autres  grands  Géomètres  partisans  de  ce 
calcul,  ne  considéraient  les  quantités  dites 
infiniment  petites  y que  par  leurs  rapports  qui 
ne  dépendent  nullement  des  grandeurs  des 
quantités  comparées  , pourvu  qu’elles  soient 
de  même  espèce  , et  par  conséquent , ces 
Géomètres  présentaient  le  Calcul  différentiel 
sous  unç  forme  rigoureuse,  tant  que  la  for- 
mule qu’ils  différentiaient  n’était  que  du  pre- 
mier degré.  Mais  si  cette  formule  était  d’un 
degré  supérieur  au  premier  , les  Newto- 
niens rentraient  dans  le  cercle  vicieux  des 
Lelbnifziens,  puisqu’ils  négligealentles  diffé- 
rentielles d’un  degré  et  d’un  ordre  supérieur 
à celui  des  quantités  différentielles  qu’ils  com- 
paraient ,«t  qui  entraient  dans  l’expression  du 
rapport  de  ces  dernières  différentielles  ; ce 
qui  conduisait  aux  mêmes  absurdités  que  celles 
que  nous  avons  mentionnées  ci-dessus  en 
parlant  du  système  de  Leibnitz  (*).  Enfin  , 


(*)  Quoique  les  grands  Géomètres  existans  au  com- 
hieucement  d’un  siècle  qu’ils  honorent , et  auquel  ils 
assurent  par  leurs  sublimes  travaux , la  plac“  la  plus 
diitinguée  dans  l'hiftoire  des  sciences,  aient  manifesté 

d’Alembert 
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^ d’Àlembert,  et,  d’après  lui,  un  grand  nombre 
d’autres  Géomètres,  ont  cru  trancher  toutes 
les  difficultés  , en  ne  considérant  le  rapport 
des  quantités  diirérentielleiKiu  premier  ordre, 

l’intention  d’exclure  les  quantités  dites  infiniment  petites 
des  Mathématiques  pures;  cependant  nous  voyons  dans.  • 
quelques  ouvrages  sur  ces  sciences,  que  les  quantités 
dilFérentielles  qui  devraient  être  consiUrées  dans  la 
rigueur  géométrique  comme  des  zéros  absolus,  y sont 
cependant  regardées  comme  différentes  de  zéro.  Par 
' exemple  , j’ouvre  au  hasard  le  meilleur  Traité  élé- 
mentaire connu  jusqu’à  présent  de  Calcul  différentiel 
et  de  Calcul  intégral;  c’est-à-dire  celui  de  Lacroix 
( a'^édition)  , et  j’y  lis  ces  mots  (art.  107)  : u la  diffé- 
y>  rentielle  seconde  étant  prise  pout  la  différence 
entre  deux  différentielles  premières  consécutives 
n sëra  représentée  par  M"Q'  — M'Q , etc.  n Or , M'Q 
est  la  différence  d’un  premier  rayon  vecteur  AM  à un 
Second  AM',  et  M"Q'  est  la  différence  de  ce  dernier 
rayon  vecteur  AM'  à un  troisième  AM".,  Ainsi , d’aprè* 

1 auteur  dé  la  phrase  que  nous  venons  de  copier , 
éî’u , et  à plus  forte  raison  du  qui , suivant  lui , sont 
_ les  différentielles  seconde  et  première  du  rayon  vec» 
teurù  (=AM) , représentent  des  quantités  significatives 
^ M Q et  M'Q  , lesquelles  sont  rigoureusement 
différentes  de  zéro  , puisque  les  trois  rayons  vecteurs 
i^M,  AM',  AM"  correspondent  à trois  points  différens 
M,  M',  M"  de  la  courbe,  quelque  près  que  l’on  sup- 
pose ces  points  , en  ne  les  faisant  pas  rigoureusement 
- ^oïncider  en  un  seul.  Yoilà  donc  des  quantités  infini^ 

■ ment  petites  du  premier  et  du  second  ordre  du  et 
fconsidérées  purement ,, comme  dans  le  Calcul  différent 
tiel  du  marquis  de  Lhopitàl.  ï)eux  articles  plus  haut 
' i 
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que  compie  la  limite  du  rapport  des  quantités 
finies  y avec  lesquelles  elles  spnt  liées  par  dee. 
opérations  purement  algébriques,  lorsque  l’an 
cherche  le  rapport  des  différences  finies.  Mais,, 


(art.  io5)  , le  même  auteur  a considéré  comme  une 
Jigne  droite,  un  arc  de  courbe  compris  entre  deux  rayons 
vecteurs  infiq^ent  voisins , ce  qui  est  contre  la  rigueur 
géométrique,  puisque , ainsi  que  l’a  manifesté  Legendre 
dans  son  excellent  Traité  de  Géométrie , chef-d’œuvre 
de  clarté  et  d’exactitude  , on  ne  peut  rigoureusement 
considérer  un  arc  de  courbe  comme  une  portion  de  pO' 
lygone  d'un  nombre  infini  de  côtés.  Enfin , il  serait  trop 
long  de  citer  tous  les  passages  de  l’ouvrage  deM.  Lacroix, 
où  l’on  retrouve  des  quantités  dites  infinitésimales.  Si 
l’on  ajoute  à cela  les  notions  des  limites  dont  je  vais  tout 
à l’heure  faire  connaître  les  désavantages , et  sur  les- 
quelles le  savant  auteur  que  je  viens  de  nommer , a 
fait  poser  les  principes  du  calcul  différentiel , on  sera 
convaincu , comme  je  le  suis  moi-même , que  l'ouvrage 
que  je  publie  sera  très - utile  à l’enseignement  de 
la  partie  si  essentielle  des  sciences  exactes  que  j’y 
traite. 

Cependant  je  dois  observer  que  ces  considérations 
d’arcs'  de  courbes  , assez-  petits  pour  ^tre  rendes 
comme  des  lignes  droites  , ou  de  quantités  quêteurs 
petitesses  rendent  nulles  en  comparaison  d'autres  beau- 
coup plus  grandes , et  gnfin  toutes  ces  tpanières  approxi- 
matives et  non  rigoureuses  de  s’exprimer  et  d’opérer , 
qui  doivent  être  absolumeitt  exclues  des  Mathéma- 
tiques pures,  sont  reçues , et  j'ose  même  dire  néces- 
saires dans  les  sciences  physico-mathématiques  ; car  les 
phénomènes  ^ la  Physique  proprement  dite,  ne  se 
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ftTOUons-le , la  considération  des  limites  est 
bien  mal  placée  dans  les  principes  du  Calcul 
différentiel.  Eu  effet , quelle  est  ici  la  signi-^ 
iîcation  du  mot  limite  (’*')?  n’est-ce  pas  une 


présentent  à nos  sens  que  suirant  des  circonstances 
qui  ne  peuvent  être  soumises  qu'à  des  lois  approxi- 
matives ; et  la  mécanique  qui , considérée  abstraite— 
teraent , poArait  être  soumise  à la  rigueur  géomé- 
trique , perd  nécessairement  cette  rigueur  lorsque  l’on 
considère  les  luis  de  l’équilibre  ou  du  mouvement  ap- 
pliquées à des  corps  physiques.  D’ailleurs  les  quanti- 
tés qge  dans  ces  sciences  on  représente  suivant  la  nota- 
tion du  calcul  différentiel  par  dx,  dy , sont 

réellement  des  différences  , mais*  que  l’on  prend  assei 
petites  pour  qu’étant  traitées  suivant  les  règles  du  calcul 
différentiel , on  puisse  atteindre  le  degré  d’approxima- 
tion que  l’on  s’est  proposé  d’obtenir.  Moi-mème , qui 
dans  cet  ouvrage  manifeste  le  désir  et  l’intention  de  na 
pas  m’écarter  de  la  ri^eur  géométrique , j‘ai  été  obligé 
de  m’en  éloigner  souvent  dans  mon  Traité  de  Navi^ 
galion.  Par  exeçiple , lorsque  pour  corriger  les  obser- 
vations et  méthodes , je  traitais  les  erreurs  comme  dea 
différentielles , ce  n’était  qu'une  valeur  àpproximativs 
de  ces  erreurs  que  je  cherchais , et  qui  était  suilisante 
pour  remplir  l’objet  d’utilité  que  je  me  proposais. 

(*)  A l’article  168,  page  aao , je  distingue  les  limites 
prises  dans  ce  sens-là , que  j’appelle  limites  transcen* 
dantes  « des  limites  proprement  dites , qui  sont  les 
tangentes  aux  courbes , ou  plans  tangens  aux  surfaces 
combes  qui  limitent  ces  courbes  ou  surfaces  courbes 
dans  le  sens  des  axes  des  coordonnées. 
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grandeur  eonslante , ou  un  terme  fixe  dont 
une  quantité  variable  peut  se  rapprocher  sans 
cesse,  de  manière  à n’en  différer  que  d’une 
quantité  plus  petite  que  toute  quantité  assi- 
gnable, sans  pouvoir  jamais  l’atteindre  rigou- 
reusement. Ainsi,  la  circonférence  d’un  cercle 
est  la  limite  des  périmètres  des  polygones 
réguliers  inscrits  et  circonscrits  à ce  cercle  ; 
de  même  les  assymptotes  des  courbes  assymp- 
totiques  souples  limites  de  certaines  branches 
de  ces  courbes;  de  même  encore,  le  produit 
du  dénominateur  du  rapport  d’une  progression 
géométrique  décroissante  par  le  premier  totale 
de  la  progression,' étant  divisé  par.l’excès  du 
dénominateur  sur  le  numérateur  du  rapport , 
donne  pour  quotient  la  limite  de  la  somme  des 
termes  de  la  progression  décroissante  propo- 
sée, et  ainsi  de  suite.  Mais  si , par  exemple  , u 
représente  une  fonction  de  la  yariable  x , ce 
que  devient  cette  fonction  u lorsqu’on  y met 
x-f-  h à la  place  de  a?  ; il  me  parait  faux  que  la 
limite  du  rapport  de  la  différence  «' — u 
de  la  fonction  variablë  u à la  différence  h de 
la  variable  x , soit  une  quantité  p,  à laquelle 
se  réduit  le  rapport  des  différences  «'  — u et 
h , lorsqu’on  fait  /j  = o ; car  non-seulement 
ce  rapport  se  rapproche  sans  cesse  de  y?  à 
mesure  que  h diminue  , c’est  qu’encore  il  lui 
est  rigoureusement  égal  lorsque  4=  o.  Ainsi , 
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il  est , suivant  moi , notoirement  absurde  de 

considérer  comme  la  limite  de  '—j~  » 

lorsque  u=ar”  et  n'=a  (æ +/t )",  car  dans 
le  cas  de  A = o , la  quantité  — ^ est  rigou- 
reusement égale  à max^~' . Il  me  parait  égale- 
ment faux  que  la  limite  de  la  sous-sécante 

soit  une  fous-tangente;  car  non-seule- 
ment la  première  de  ces  deux  quaiitités  se 
rapproche  sans  cesse  de  la  seconde , à mesure 
que  ùiX  diminue  , c’est  qu’encore  elle  devient 
rigoureusement  sous-tangente  lorsque  Aa=o, 
et  qu’elle  deviendrait  encore  sous-sécante  si 
Aj:  continuant  à varier  dans  le  même  sens> 

, devenait  négative  ; et  ainsi  de  suite  dans  un 
très-grand  nombre  d’autres  cas. 

Tel  était  l’état  de  la  science  ^u  Calcul  dif- 
férentiel , lorsque  'Lagrange  a , d’une  main 
habile,  enlevé  le  voile  à travers  lequel  les 
Géomètres  n’apercevaient  que  confiisément 
et  diversement  la  vérité  ; ce  qui  répandait  sut 
les  principes  du  Calcul  différentiel  une  in- 
certitude et  une  obscurité  mystérieuse  que  par 
une  vaine  métaphysique  (*) , source  de  beau- 


(*)  Lacroix  a dit  avec  raison  dans  son  grand  Traité 
de  Calcul  intégral  ( art.  4g4  ) » «1“®  pl^^^ 

facile  et  plus  dangereux  en  même  temps  , que  d'abuser 
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coup  de,  discussions  encore  plus  vagues  et 
obscures,  on  cherchait  à éclaircir.  Cependant 
la  marche  savante  et  pleine  de  génie  qu’a 
suivie  Lagrange  dans  ses  Leçons  sur  le  Calcul 
des  Fonctions , me  semble  un  peu  longue  pour 
un  premier  enseignement  de  la  haute  analyse. 
D’ailleurs  je  crois  que  le  Géomètre  qui  n’aurait 
étudié  pour  s’instruire  dans  l’analyse  transcen- 
dante, que  l’ouvrage  que  nous  venons  de  citer, 
trouverait  quelques  peines  à appliquer  ses 
connaissances  acquises  à l’étude  de  la  méca- 
nique analytique  de  l’illustre  Auteur  du  Calcul 
des  Fonctions  f ainsi  qu’à  l’étude  de  la  Méca-> 
nique  Célesté  de  Laplacc  , et  autres  excellens 
ouvrages  sur  les  sciences  physico-mathéma- 
tiques qui  ont  été  composés  d’après  les  théo- 
ries des  Calculs  différentiel  et  intégral  pro- 
prement dits.  Toutes  ces  considérations  m’ont 
décidé  à publier  cet  ouvrage,  dans  lequel,  en 
m’emparant  de  l’idée  lumineuse  qui  a con- 
duit Lagrange  à sa  formule  des  fonctions  dé- 


Se  la  métaphysique  en  mathématiques  , et  de  perdre 
ainsi  en  vaines  subtilités  umtemps  et  des  moyens  qu’on 
peut  employer  à perfectionner  les  méthodes  et  à aug- 
menter [édifice  analytique)  je  regrette  sincèrement 
que  ce  savant  ne  se  soit  pas  rappelé  de  cette  excel- 
lente observation  , lorsqu’il  a écrit  l’article  6o  de  ses 
Elèmens  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral 
(a'  édition). 
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rivées  ( '^  ),'  et  y liant  quelques  idées  qui  me 
sont  particulières  , j’ai  ramené  les  principes 
des  Calculs  différentiel  et  intégral  aux  mêmes 
principes  ceux  de  la  simple  Algèbre  et 
de  la  Géométrie  elérnentaire,  OTne  cliangèant 
pas  la  notation  usitée  et  en  accélérant. 


(*)  La  démonstration  que  Lagrange  a donnée  de 
cette  formule  dans  la  seconde  leçon  du  Calcul  des 
Fonctions  , parait  au  Géomètre  consommé  , pleine  de 
clarté  et  d’évidence;  mais  l’expérience  m’a  prouvé  que 
les  commençans  n’en  jugent  pas  de  même  : car  ayant 
d’abord  exposé  cette  démonstration  avec  très-peu  de 
modifications  aux  élèves  de  ma  classe , j’di  eu  à ré- 
pondre à un  grand  nombre  d’observation*  qni  m’ont 
été  faites  ^ et  à aplanir  beaucoup  de  dilbcultés.  Enfin 
ce  n’est  qu’ après  m’être  assuré  que  mes  élèves  n’aper- 
cevaient plus  de  difficultés  dans  là  démonstration  ainsi 
modifiée  que  Lagrange  a donnée  de  son  beau  théo- 
rème , que  j’ai  rédigé  l’article  3 où  se  trouve  cette  dé- 
monstration telle  que  je  l’ai  donnée  en  dernier  lieu 
dans  ma  classe. 

M.  Ampère , Géomètre  très-distingué,  a donné  cette 
année,  à l’Ecole  Polytechnique  où  il  est  professeur 
d’analyse  , une  démonstration  nouvelle  et  très-ingé- 
nieuse de  la  formule  des  fonctions  dérivées  ; mais  cette 
démonstration  étant,  suivant  moi,  fort  inférieure  à celle 
de  Lagrange  , je  m’en  suis  tenu  à cette  dernière.  • 

• (**)  Je  n’ai  changé  ( et  ce  changement  est  absolu- 

ment indépendant  de  la  manière  dont  je  présente  l'es 
principes  des  calculs  différentiel  et  intégral  ) que  la 


r- 
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J’ai  absolument  exclu  de  cet  ouvrage  les 
mots  infiniment  petits ^ irfinitésimal , ainsi  que 
toutes  discussions  dites  métaphysiques , parce 
que  ces  mots  et  ces  discussions  sont  des  choses 
absolument  étrangères  à une  scien<ft  dont  les 
bases  posent  sur  des  priacipes  aussi  évidens 
et  rigoureux  que  les  premiers  élémeus  du 
Calcul  numérique. 

J’ai  pareillement  évité,  dans  les  principes 
du  Calcul  différentiel  , toutes  notions  des  li- 
mites , par  les  raisons  que  j’ai  exposées  plus 
haut , et  parce  que  les  limites  prises  dans  le 
sens  où  on  les  a corisidérées  jusqu’à  présent 
pour  poser  les  principes  du  Calcul  différen- 
tiel, peuvent  donner  lieu  à des  discussions  et 
à des  contradictions  que  je  veux  absolument 
éviter  dans  cet  ouvrage  (’♦’). 

Si  comme  quelques  auteurs,  très-estimables (*) 


(*)  Par  exemple  , soit  un  cercle  C limite  d’un  poly- 
gone régulier  circonscrit  P et  d’un  polygone  régulier 
inscrit  P' ; on  aura,  d’après  la  définition  des  limites, 
les  périmètres  respectifs  des  polygones  P et  F qui  pour- 
ront ne  différer  de  la  circonférence  du  cercle  C que 
d’une  quantité  plus  petite  que  toute  quantité  donnée. 
Cependant,  puisque  c.  est  entre  P et  P',  on  a évidem- 
ment P— P'>  P — C , et  > C —P'  ; donc  P— P', 
çt  pat  conséquent  K P — P')  n’est  pas  plus  petit  que 

toute  quantité  assignable , puisque  ^ ( P — P'  ) , m 


\ 
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d’ailleurs  par  leurs  talens,  je  n’avais  eu  autre 

chose  à faire  que  de  compiler  certaines  théo- 


étant  un  nombre  entier  positif  > i , est  < (P — F)  ; 

■ ® 

or , si  P et  P'  étaient  d’un  même  nombre  de  côtés , 
on  aurait  P — C > C — P',  puisque  le  côté  d’un  po- 
Ijnome  inscrit  à un  cercle.,  et  sous-tendant  un  arc 

à? 

au  est  = 2a — etc.  ; d’où  l’arc  aa  — le  côté  du 

t 

polygone  inscrit  = ^ — etc. , et  que  le  côté  corres- 


pondant du  polynôme  régulier  circonscrit  d’un  même 
nombre  de  côt^s  , ou  2 tang  a = 2a  + etc.  ; 


d’où  ce  côté  de  polygone  circonscrit  — l’arc  2a 


aa- 


= -g — f-  etc.  Mais  à cause  qu’ici  le  nombre  des  côtés 


des  polygones  P et  P'  est  indéfini , on  peut , pour  plus 
de  généralité,  prendre  P — C>,  ou  = , ou  <C — P'. 
De  là  il  suit  que  l’on  a l’une  des  deux  quantités  P — C 
et  C — P'  au  moins  égale  à celle  3 (P  — P')  qui  ïst 
elle-même  plus  grande  qu’une  quantité  plus  petite  que 
toute  quantité  donnée  ; donc  la  circonférence  du  cercle 
C n’est  plus  la  limite  du  polygone  P ou  de  celui  P', 
ce  qui  est  contradictoire  avec  l’hypothèse , d’après  la 
définition  des  limites. 

On  trouve  dans  un  Traité  élémentaire  de  Géomé^ 
trie,  d’ailleurs  très-bon , la  démonstration  du  théorème 
suivant.  Si  deux  grandeurs  invariables  A et  B sont 
telles,  qu'on  puisse  prouver  que  leur  différence  A — B 
soit  moindre  qu'une  troisième  grandeur  i' , quelque 
petite  que  puisse  être  cette  grandeur , ces  deux  gran- 


* 
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ries  qm  se  trouvent  dans  les  excellens  Tralte's 
des  Calculs  diflerentiel  et  intégral  de  Lhopital 


deurs  sont  égales  entre  elles.  Que  signifie  dans  cet 
énoncé  le  mot  égal  ? indique-t-il  l’égalité  absolue  ? 
Dans  ce  cas-Ià , ou  il  n’y  k pas  de  différence  A — B , 
ou  l’énoncé  du  théorème  est  faux.  Le  mot  égalité  est-il 
ici  modifié  de  manière  à exprimer  seulement  que  les 
quantités  A et  B ne  diffèrent  entre  elles  que  d’une  gran- 
deur plus  petite  que  toute  quantité  donnée , quelque 
l^etite  que  l’on  suppose  cette  dernière  ? alors  la  dé- 
monstration que  l’on  donne  du  théorème  précédent , 
ne  fait  que  reproduire  une  hypothèse  qui  était  évi- 
demment admissible  sans  démonstration.  C/est  cepen- 
pendant  sur  un  tel  théorème  que  pose  dans  ce  mémo 
ouvrage , la  démonstration  si  importante , que  les  cir- 
conférences des  cercles  sont  entre  elles  comme  leurs 
rayons.  Legendre , celni  de  nos  Géomètres  modernes 
qui  a mis  le  plus  de  rigueur  dans  les  démonstrations 
des  propositions  de  la  Géométrie  élémentaire,  a soi- 
gneusement évité  tontes  les  considérations  des  limites 
dans  le  sens  où  nous  les  avons  considérées  précédem- 
ment ; et  si  ce  grand  Géomètre  nous  dit  à la  page  S53 
'de  la  quatrième  édition  de  sa  Géométrie , que  la  quan- 

tilé  — est  toujours  comprise  entre  les  limites  i 


et  ^ , on  voit  qu’ici  le  mot  limite  est  pris  dans  la 

sens  absolu  ; car  lorsque  A = o , la  quantité 

atteint  rigoureusement  la  limite  constante  i , à laquelle 

' se  réduit  aussi  dans  ce  cas-là , celle  — r. 

cos  A 
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et  Bougainville  (♦) , Euler  , Lacroix-,  Bossut,  * 
et  dans  le  Calcul  des  Fonctions  Lagrange, 
le  tout  pour  le  seul  plaisir  de  me  dire  auteur 
d’un'buvi'age  sur  la  partie  la  plus  sublime  des 
Mathématiques  pures  , je  puis  assurer  que  , 
désirant  de  mieux  employer  mon  temps  , 
j’aurais  résisté  à la  tentation  à laquelle  plu- 
sieurs personnes  ont  succombé  ; car  très-sou- 
vent j’ai  trouvé  dans  ces  compilations,  des 
démonstrations  bien  moins  claires  que  dans 
les  ouvrages  originaux,  de  certaines  théorie% 
auxquelles  le  génie  inventeur  a , suivant  moi , 
répandu  un  éclat  qui  se  ternit  un  peu  en  pas- 
sant par  des  mains  étrangères , et  moins  habiles 


(^)  Le  marquis  de  Lhopital  publia  en  i6g6,  sou» 
le  titre  à' Analyse  des  infiniment  petits , pour  l'intel- 
ligence des  lignes  courbes , le  premier  Traité  de  Calcul 
différentiel  qui  a paru  , et  c’est  M.  de  Bougainville  qui» 
le  premier  , publia  en  J y 54  et  en  1766  , les  deux  parties 
d’un  Traité  de  Calcul  intégral,  faisant  suite  au  Calcul 
différentiel  du  marquis  de  Lhopital , dans  lequel  se 
trouve  réuni  avec  beaucoup  d’ordre  et  de  clarté , tout 
ce  qui  était  connu  dans  ces  temps-Ià  sur  le  calcul  in- 
tégral , et  qui  était  épars  dans  différens  mémoires  ou 
livres.  Enfin , ce  qui  fait  te  plus  l’éloge  de  l’ouvrage  de 
M.  de  Bougainville , et  prouve  la  grande  utilité  dont  il 
a été , c’est  que  l’un  des  plus  grands  Géomètres  connus , 
l’illustre  Auteur  de  la  Mécanique  analytique , se  plaît 
à dire  que  c’est  dans  cet  ouvrage  qu’il  a appris  le  calcul  , 
intégral. 
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que  celles  qui  ont  créé.  Mais  l’ouvrage  que  je 
publie  dans  ce  moment , et  pour  lequel  je  solli- 
cite l’indulgence  des  Savans , se  distingue  de 
tous  ceux  qui  ont  paru  jusqu’.î  présent  sur  les 
Calculs  différentiel  et  intégral, dans  une  par- 
tie bien  essentielle  de  ces  sciences , qui  est  la 
réunion  de  la  rigueur  géométrique  à l'élégance 
et  la  rapidité  avec  laquelle  ces  calculs  condui- 
sent les  Géomètres  aux  plus  sublimes  et  utiles 
découvertes  en  Astronomie  , Mécanique  et 
Physique.  ' 

Quoique  j’aie  puisé  dans  les  excellens  ou- 
vrages dont  j’ai  nommé  les  Auteurs  précédem- 
mçnt,un  grand  nombre  des  matériaux  qui  com- 
posent celui-ci  ; cependant  on  sent  que  pour 
rehiplir  l’objet  que  je  me  suis  proposé  et  qui 
est  énoncé  plus  haut,  il  a fallu  trouver  beau- 
coup de  nouvelles  démonstrations  , et  rema- 
nier entièrement  certaines  théories  qui  po- 
saient sur  des  principes  différens  de  ceux  qui 
servent  de  base  à ce  nouveau  TiHité  élémen-* 
taire  des  Calculs  diffet^ntiel  et  intégral.  “D’ail- 
leurs , indépendamment  de  cette  cause  qui  a 
nécessité  des  changemens  dans  la  manière  de 
présenter  des  théories  déjà  connues,  on  trou- 
vera encore  dans  cet  ouvrage  quelques  nou- 
velles théories , et  des  intégrations  plus  simples 
que^celles  dont  on  s’est  servi  jusqu’à  présent. 


AVERTISSEMENT. 

Cet  ouyragc  se  Compose  de  deux  Parties , 
savoir , le  Calcul  différentiel  et  aux  différences  ; 
2®  le  Calcul  intégral.  La  première  Partie  est 
subdivisée  en  Chapitres  , et  les  Chapitres  en  Âr^ 
ticles  numérotés. 

La  seconde  Partie  qui  contient  beaucoup  plus 
d’objets  que  la  première  , est  subdivisée  en  Sec» 
lions , les  Sections  en  Chapitres , et  les  Chapitres 
en  Articles  numérotés.  Mais  les  numéros  se  suivent 
sans  discontinuité  comme  la  suite  naturelle  des 
nombres  dans  tout  le  cours  de  l’ouvrage.  Ce  qui 
me  procure  la  facilité , lorsque  je  parle  d’un  prin- 
cipe démontré  antérieurement  , d’jr  renvoyer  le 
lecteur  eu  citant  le  numéro  de  l’article  ott  se  trouve 
ce  principe.  ^ 

Toutes  les  formules  et  équations  que  j’ai  jugées 
de  quelque  importance  et  usage  général  , sont 
numérotées  comme  les  Articles  , c|  dans  le  même 
ordre  que  ceux-ci.  Par  ce  moyen , lorsque  je  rap- 
pelle une  formule  ou  une  équation  numérotée  déjii 
démontrée,^  place  entre  parenthèses  son  numéro 
précédé  de  l’abréviation  yôrm.  ou  équat.  , et  afin 
de  diminuer  les  recherches  du  Lecteur , je  mets 
de  plus  le  numéro  de  l’article  où  se  trouve  cette 
formule  ou  équation. 

Mais  les  formules  ou  équations  moins  essentielles 
par  elles-mêmes , ou  qui  né  sont  relatives  qu’a  des 
cas  particuliers  , je  ne  les  indique  que  par  les 
lettres  a,  ê....  entre  parenthèses,  et  dans  l’ordre 
alphabétique  J en  recommençant  de  même  à chaque 
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article  oii  se  trouvent  de  ces  formules.  Par  ce 
mo^en-là , lorsque  celle  de  ces  formules  ainsi  indi- 
quées se  trouve  dans  le  itaême  article  que  celui  où 
j'en  p^rle,  je  ne  fais  que  meUre  entre  parenthèses 
sa  lettre  indicative  ; mais  si  elle:est  dans  un  article 
précédent  ) j aj  oute  le  numéro  de  l’article  où  se 
trouve  cette  fbrnaule. 

Les  Notes  placées  à la  fin  de  chacune  des  deux 
Parties  doivent  être  lues  tout  de  suite  à mesure 
que  j’y  renvoie  du  texte. 

A la  fin  de  chaque  volume , j’ai  placé  une  Table 
sommaire,  article  par  article  , des  objets  renfermés 
dans  ce  volume  ; et  afin  d’éviter  aux  Géomètres 
consotnmés , qui  n’ont  guère  le  temps  de  lire  tout 
un  Traité  élémentai#e  , la  peine  de  chercher  les 
articles  qui  peuvent  les  intéresser , j’ai  marqué  dans 
les  Tables  Mmmaires  des  deux  Parties , les  articles 
les  plus  dignes  de  l’attention  de  ces  Géomètres  , 
par  un  ou  deux  astérisques , suivant  l’importance 
de  l’objet. 

Si  dans  le  coûts  de  l’ouvrage , la  forme  sous  ■ 
laquelle  j’ai  quelquefois , pour  abréger,  présenté 
le  calcul,  ou  la  manière  dont  je  me  suis  .exprimé, 
laissait  au  Electeur  quelque  incertitude  sur  la  ri- 
peur  géométrique  de  l’ua  ou  de  l’autre  , il  doit 
çelire  les  articles  4 , 17  , et  surtout  celui  4© , où 
i’w  plus  particulièrement  développé  les  principes 
rigoureux  de  la'  méthode  que  j’ai  suivie  dans  cet 
ouvrage,  et  où  j’ai  prévenu  des  changemens  que 
j,e  me  proposais  de  faire  dans  la  suite , soit  dans  la 
forme  du  calcul , soit  dans  la  manière  dont  je  m’ex- 
primerais quelquefois  pour  abréger. 


5.m'v  AVERTISSEMENT. 

Lorsque  je  rappellerai  quelque  principe  esseh-s 
tiel  des  Elemens  de  Mathématiques,  je  renverrai 
assez  généralement  X^^lgèbre  de  Lacroix,  à 1a 
GéoméLrie  et  à la  Trigonométrie  de  Legendre  , et 
enfin  à la  Céométrie  analytique  de  Biot , ou  aü. 
Mémoire  sur  les  Suif  aces  du  premier  et  du  second 
degré  de  Monge  et  Hachette,  qui  sont  les  ouvrages 
dont  on  se  sert  le  plus  ordinairement  dans  l’ensei- 
gnement actuel  des  élémens  de  Mathématiques 
pures. 

Suivant  l’usage  adopté  par  tous  les  Géomètres  ; 
Je  représenterai  les  quantités  constantes  par  leS 
premières  lettres  de  l’alphabet  jnsqu’à  l’r  inclusi- 
vement , en  exceptant  le  d et  Vf,  lettres  initiales 
de  caractères  particuliers  qu6  je  conserverai  poni* 
indiquer  ces  caractères , et  je  représenterai  les 
quantités  variables  parles  dernières  lettres  s,t^ 
U , V....  de  l’alphabet. 

Toute  formule  dans  laquelle  entre  d’une  ma- 
nière quelconque  une  quantité,  s’appelle  fonctioii 
de  cette  quantité , ce  qui  s’indique  en  faisant  pré- 
céder cette  quantité  par  l’une  des  lettres  F ,f,  ® 
et  ç)  ; ainsi  Fx,/r , et  indiquent  autant  dé 
fonctions  difierentes  de  la  variable  x ; de  mêmé 
F(x,y  X,  7,  X....),  ® X....)  , 

Ç(x,  y,  Z ) indiquent  autant  de  fonctions 

dilTérentes  d’un  nombre  quelconque  de  variables 

K, y,  Z , abstraction  faite  des  quantités  cons-^ 

tantes  qui  peuvent  entrer'  dans  ces  fonctions  , et 
que  nous  ne  mentionnerons  que  dans  certains 
cas  particuliers^ 

TRAITÉS 


TRJWTÉS 

i*  - DE  ‘ • 

CILCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE 


CALCUL  INTÉGR’AL. 


CHAPITRE  r. 


Principes  purement  .algébriques  ^ sur  les- 
quels pose  le  Calcul  Différentiel  ';  nota- 
tion de  ce  Calcùl , ainsi  que  de  celui  des 
’ Différences  ; déJiTiitions  relatwes  à ces 
deux  Calculs. 

1 . S I pour  trouver  les  différentes  valeurs  de  y qui 
résolvent  le  problème  indéterminé  exprimé  analytique- 
ment par  l’équation 

y .(a). 


t 
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on  fait  varier  x saiVant  les  t|||ies  de  la  progression  par 

différence 

,x.ê+^x  .X+2  àx.x-^5  ^x .x-^^Ax (6), 

dont  la  raison  ou  différence  est  Ax  ; on  aura  à ces^dif- 
férentes  valeurs  de  la  variable  x , une  suite  de  valeurs 
de  sa  fonction  J»,  telle  que 

y > y > y" > y" > y’’ (O  > 

dont  les  différences  des  termes  ne  pourront  être  égales 
que  si  fx  est  du  premier  degré  par  rapport  à x ; mais 
dans  tout  autre  cas , représentant  respectivement  les 
différences 

• y — J > y —y.  y*— y^  y^—y’  • • • • («o 

par 

^y > ^y.  ^y".  ^y’ (O.  “ 

abstraction  faite  des  signes  qui  précèdent  ces  diffé- 
rences , on  aura  les  termes  de  la  suite  (e)  qui  différe- 
ront entre  eux , ët  représentant  respectivement  les 
différences  ' 

Ay-~^y,  Ay— Ay,  aj^*— a/ (/> 

par  les  termes  de  la  suite 

A A^.,  A Ay,  AAy (g)  , *• 

toujours  abstraction  faite  des  signes  que , pour  plus  de 
simplicité  , nous  continuons  à considérer  comme  posi- 
tifs , on  aura  , si  les  termes  de  la  suite  (g)  ne  sont 
*>as  égaux  , la  suite  des  différences  de  ces  termes  , 
qui  sera  ^ 

A Ay  — A Ay  , A Ay" — A Ay . . . . .(A)  , 

et  dont  nous  représenterons  respectivement  les  ternies 
par 

r (0, 
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et  ainsi  de  stfite  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  à une  série 
de  termes  tous  égaux  entre  eux. 

Les  premiers  termes  ày,  A Ay  , des  suites  (e), 
fe).(0  sont  respectivement  les  différences  première  , 
seconde  ,, troisième  de  la  variable  _y.  Enfin  , générale- 
ment, A "'y  est  la  différence  771“''"' de  ^ , et  lorsqu’en 
continuant  à prendre  les  différences  de  termes  de  la 
dernière  série  qu’on  a obtenue , l’on  parvient  à une  suite 
de  termes  égaux 

A"j,  A "y,  A "y,  A "y; , 

; > • • 

alors  la  différence  n**'"’'  de_y  est  dite  constante. 

Par  exemple , soit_y  = ; en  faisant  successivement 

a:—  I , a , 3,  4>  5 , 6. on  a pour  les  valeurs 

correspondantes  de^,  la  suite 

I,  8,  37^'G4>  t25‘,  aiG.'. ^ 

dont  les  différences  premières^,  respectivement  repré- 
sentées par  les  termes  de  la  suite  (e) , sont 

■ ■'  ' „ ^ 7 ■ -f.  ' 

7 > *9'.  37  „ Gi  , 91..  , 

Les  différences  secondes  ; re;$pectîvement  représentées 
par  les  termes  de  la  suite  (g)  , sont 

* . ^ la  , 18.,  a4  , 39...^,. 

Les  différences  troisièmes , re.spectivement  représen- 
sentées  par  les  termes  de  la  série  (i)  , sont 

, _ . 6 , G , G.... J ' 

et  comme  les  termes  de- cette  dernière  suite  sont  égaux, 
nous  «n  conclurons  que  la-différençe  troisième  de  la 
suite  formée  par  les  cubes  des;  nombres  qui  ne  diffèrent 
entre  eux  ^e  de  l’uaité  , constante.  Nous  avons 
dans  cet  exemple  Ayz^j,  A^=iaet  A^y=Gqui 
est  consttnte.  < i ' • ' . v-  ■> . 
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a.  n est  essentiel  de  ne  pas  confondre  entre  elles 
les  trois  notations  A ”y  qui  représente  la  différence  du 
ordre  de  A_y"  qui  exprime  la  puissance  n'*’”'  de 
la  différence  première  de  _y  ; et  A qui  indique 
différence  première  de  la  n**'"'  puissance  de^.  Ainsi 
A.”*. ^"représente  la  différence  du  m**"'  ordre  de  lan'^'"* 
puissance  de^. 

Nous  avons , dans  l’exemple  de  l’article  précédent , 
Ay  — la,  Ay^  — 'f  — 343  , et  à cause  de  y ==  a?, 
oa  a Ay  =A.x* , A’_y= A“.  xf*.  Cette  notation  est  bien 
essentielle  à retenir  ; de  même  qu’il  est  nécessaire  de  se 
rappeler  que  la  différence  A a;  de  la  variable  x,  étant 
prise  constante  , nous  ne  considérerons  comme  variables 
quelles  dilTérences  defx  ou  de_y  qui  représente  cette 
fonction. 

3.  Cela  posé , reprenons  notre  équation 

. ^ y = (a)  . . , 

et  représentons  par  y'  ce  que  devient  lorsqu’on  substi- 
tue dans  sa  valeur  fx  , la  quantité  x -j-  Ax  à la  place 
de  X , d’où  » ' . 

y'=fX^+.  C*)' 

A^  ( = y — \y)  =/(x  4-  Ax)  — . .(c). 

Il  faut  donc  pour  déterininer  la  valeur  générale  de 
Ay  ( = A ._/x)  en  fonctions  de  x "et  de  Ax,  trouver 
l’expression  générale  dn  développement  dey(x+  A x)  , 
X et  A X étant  des  quantités  indéterminées.  , 

Or , il  est  clair  que  le  développement  de  f (x-f*  A x) , 
doit  être  tel  qu’il  se  réduise'  kfx  lorsqu’on  fait  A x=:o  j 
^donc  il’ doit  se  composer  , 1“  de/x;  2®  d'une  fonction 
de  X et  de  Ax,  que  je  représente  par  ? ( x,*  Ax  ) , 
et  dont  le  développement  doit  avoir  tous  les  termes 
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multipliés  par  A‘x , afin  qu’il  s’évanouisse  entièrement 
‘lorsqu’on  fait  Ax  = o j ou  aura  donc  en  premier  lieu  , 
en  faisant  ç (x  , Ax)  = Ax^'(x  , Ax), 

• y(x  + Ax)  =/x  + .Axçi'(x,  Ax). . . .(tf).  , 

Mais  A X étant  une  quantité  arbitraire  que  l'on  peut 
conséquemment  toujours  prendre  rationnelle,  ne  saurait 
par  son  introduction  dansyx,. augmenter  les  radicaux 
qui  eatrentdans  cette  fonction;  donc  le  développement 
de  e'  (x  , Ax)  ne  peut  renfermer  que  des  puissances 
entières  de  A x ; car  s’il  y avait  des  termes  , et  même  un 

- ■ - ■ 

seul  terme  de  la  forme  M A x"  , ou  M A x“,  m et  A 

étant  des  nombres  positifs  et  premiers  entre  eux  , ce 
terme  pourrait  être  pris  de  n manières  différentes  , ainsi 
que  l’enseigne  l’Algèbre  dans  la  théorie  générale  des 
équatiops.  Donc  à un^seule  manière  de  prendre 
dans  l’équation  (d)  , répondrait  uii  nombre  n de  ma- 
nières de  prendre y(x-f-Ax),  ce  qui , comme  nous 
venons  de  le  dire , ne  peut  être.  De  même , le  dévelop- 
pement de  (x,  A X ) ne  peut  avoir  que  des  puissances 
positives  de  A x ; car  s’il  s’y  trouvait  un  seul  terme  de 

M ' ' • * , 

la  forfne . ; il  s’ensuivrait  qu’en  faisant  A x = o , 
, Ax*  ■' 

l’équation  (d)  se  réduirait  à celle  _/x==/x-)-oo  , ce  qui 
est  absurde  (voyez  la  note  i ).  Donc,  d’aprè#  toutes 
ces  considérations  ^a  forme  la  plus  générale  que  pourra 
avoir  le  développement  de  Ax),  sera  donnée 

par  l’équation  * 

f(x-f- Ax)  z=yc -f-F,x  A X -f- F»x  Ax®  - ' i 

+ F3X  Ax3-f-F4xAx^4- etc./"’^^^' 

F,.r,  F,x.  . étant  des  fonctions  de  x encore  indé- 
terminées , dont  nous  allons  chercher  les  relations  avec 
la  fonction  primitive  yx.  . . 


I 


* 
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Les  coefficiens  des  différentes  puissances  de  A a;  dans  ^ 
l’équation  précédente  (e) , étant  indépendâns  de  l’ac- 
croissement qtoe  l’on  fait  éprouver  à la  variable  x dans 
la  fonction  primitive  fx  , resteront  les  mêmes  lorsque 
nous  substituerons  à Ax  la  quantité  Ax-|-  ce  qui 
changera  l’équation  (e)  en  celle 


f (x-f-  A X- f-^'x)  =fx-i~F,x ( A x-f-^x) 

-}-F,x(  A x-l-J'xy-j-Fjx  ( A x+«Px)*-{-etc 


De  même  , la  variation  Ax  quê  l’on  fait  éprouver  à la 
variable  x , étant  indépendante  de  la  grandeur  de  cette 
variable  , ne  changera  pas  dans  l’équation  (e)  , lorsque 
nous  y mettrons  à la  place  de  x la  quantité  x -{-  , ce 

qui  nous  donnera 


y (x4-^x+Ax)=y(x+<rx)-i-F,{x-i-<j'x)Ax 

-J-Fa(x+^x)Aif+Fj(Jlb+trx)  Ax’-f-etc. 


Développant  les  puissances  de  A x + ^'x  dans  l’équa- 
tion (_f)  , et  les  fonctions  de  x -|-  Jx  dans  l'équation 
(g) , en  nous  arrêtant  à la  première  puissance  de  ^x  , 

• ce  qui , comme  on  va  le  voir  tout  à l’heure , est  suffisant 
pour  déterminer  la  loi  de  la  suite  (e)  ; on  aura , j)ar  le 
développement  de  l’équation  (/"),’ celle  * ^ 

y (x-|-  A x-l-fx)=ye-t-F,x  A x-f  F»x  A x’-f-Fax  A x^-f-etc . ) ^ 
-}-(FiX-l-aFiiX  Ax-f-SFsX  Ax“-}-4F4X  Ax^-f-etc.)  «fx-j-etc. J ^ * 

Le  développement  dey(x  -j-/x)  doit  évidemment 
être  le  même  que  celui  d*y(x-f-  Ax)  équat . (e)] , 
en  mettant  dans  ce  dernier  J~x  à la  place  de  A x j on 
aura  donc 

« 

' y ( X -f- Jx)  ==yc -f- Fix/x -f- etc .(*)• 

Or , il  est  évident  que  la  forme  et  la  relation  qui  existe 
entre  les  termes  de  cette  dernière  équation , étant  in- 

if 


I 
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dépendantes  de  la  fonction  de  la  variable  x sur  laque 
on  opère , l’on  aura  de  même  les  équations 

Fi  Cj^  + <1^)  = F,x  + ?ia:<rx  -f-  ètc. 

F»  ( X + ) = FjX  4-  9»x^x  + etc. 

Fj  (x  -f"  = F3X  4“  '^sxi'x  4r 

etc. 

dans  lesquelles  les  relations  respectives  de  ÇiX , , 

^jx.  . à F,x,  F»x,  F3X. . . . seront  les  mêmes  que 
celle^  Fixàyx.  Donc  si  nous  apptf|pnsF,x \a  fonction 
dérivée  àt  celle  fx , nous  aurons  les  Onctions  ÇiX  , ÇiX, 
fsx. , . qui  seront  respectivementdérlvées  des  fonctions 
FiX  , FaU , Fjx. . . . , comme  celle  F,x.est  dérivée  de  la 
primitive  yx. 

Substituant  la  valeur  dey  (x  4-  ) [ équat.  ( / )]  , 

et  celles  de  F,  (x  4-  F»  (x4-^^a:). . . Qéq.  (/i)^ 
dans  l'équation  (^) , on.a 

>■  ) 

y(x  4-  Ax  4-^ar)  =fx  4-  F*,x  Ax  4-  FjX  Ax*\ 

' 0 -f-FjX^iX^-t-F^xAx*-i-etc./ 

4-  ( F,x4i?»a;  A x4*f»®  A x^^sx  A x^4'etc)Jx( 

+etc.  J 

Retranchant  de  l'équation  (A)  celle  (l)  , il  vient 

{aF,Æl  Ax+SFiil  Ax*-(-4F4a:l  Axî+etc.) -+-elc.=o. . . (m). 

— <t,xf  — 9>3r)  — fix)  ( . 

C 

Or,  il  est  clair  que  si  nous  ne  nous  étions  pas  arrêté  dans 
les  développemens  des  équations  (f)  et  (g)  à la  pre>- 
mière  puissance  de  ^ , nous  serions  parvenus  à une 
équation  ordonnée  par  «apport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  ^x  de  la  forme  * • . 

, A 4‘B'l'a^  ~h  C<Tx*4-  eto»=o. . . ’ 

dans  laquelle  A représente  U|eule  partie  conservée  daw 
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l’équation  (m).  Mais  puisque  l’équation  (n)  doit  avoir 
lieu  indépendamment  des  valeurs  de  , il  faut , pour 
satisfaire  généralement  à cette  condition  , que  A = o , 
B = O , C = O . . . . Donc 

aFjX  -f-  3F3XÏ  Ax  Ax*  + etc.  = o. 

— — ipix)  — (fsxj 

De  même  cette  dernière  équation  devant  avoir  géné- 
ralement lieu  ind^endamment  des  valeurs  de  on 
aura  les  équations* 

•fsF.x — ^,x=o,  3F3X— ÇjX=0, 4F4X— ^3X=0. . . (0). 

Mais  si , pour  plus  d'uniformité  dans  la  notation , nous 
représentons  par  f'x  la  fonction  F,x  dérivée  defx , 
nous  aurons  F,x=y'x;  donc  représentant  par /"x 
la  fonction  dérivée  def  x , et  nous  rappelant  que  nous 
représentions  par  ^,x  la  fonction  dérivée  de  F,x , nous 
aurons  ç,x  ~fx  : niais^de  la  première  équation  du 

groupe  (o)  , on  tire  FjX  = ; donc  F^x  =r——.  De 

même  , ‘ représentant  par  fx  la  fonction  dérivée  de 
celle  f'x , et  faisant  attention  que  ç^x  représente  la 

fonction  dérivée  de  F»x  ou  de  sa  valeur  nous 

fx 

aurons  ^,x  =^- — , et  substituant  cette  valeur  dans 
3 I 

la  seconde  équation  du  système  ( o ) , il  viendra 
fx 

Fjx  = ^— =,  Continuant , suivant  la  même  notation,  à 
3.0 

représenter  par /”x  la  fonction  dérivée  decelle/'’x,  et 

observant  que  ^jx  est  Ja  fonction  dérivée  de  celle  F3X, 

fx  fx 

ou  de  sa  valeur  ^ nous  aurons  ^jx  =■ — Or , la 

troisième  équation  en  (a)  donne  , donc 
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f'-’x 

TjX  = ■‘—= — ; , et  ainsi  de  suite  , on  trouverait  que 

’ 3.0.4 

généralement  étant  la  fonction  dérivée  de  celle 

on  « FmX= — ’■= — ^ — . 

■'  J 3.0 m 


Substituant  ces  valeurs  de  F,x , FaX. . . . dans  l’équa- 
tion (e) , et  considérant  en  même  temps  les  deux  cas  où 
la  différence  A x est  positive  et  négative , on  aura  l’é- 
quation * 


/"(xi:  Ax)  =fx  dzf'x.  Ax  +/"x  . 


Ax»' 


3.3.4 


par  le  moyen  de  laquelle  on  développera  aisément  la 
fonction  variée  f (^x  ±.  A%  ) d’une  fonction  primi- 
tive donnéeyjc,  lorsqu’on  connaîtra  par  un  moyen  quel- 
conque que  la  simple  algèbre  fournit  souvent  la  p»e- 
mière  fonction  dérivée  f'x , puisqu’ alors  on  aéra  la  loi 
suivant  laquelle  chaque  terme  se  dérive  de  celui  qui  le 
précède. 


Substituant  cette  valeur  de y(x±:  Ax)  dans  l’équa- 
tion (c)  , on  ai^  celle 

ày=±.fx\x+rx^  ± 

A X*  . ? > 


qui«ervira  parles  mêmes  moyens  que  ceux  indiqués 
précédemment , à trouver  la  différence  de  deux  états 
de  grandeurs  d’une  fonction  variable  , lorsqu’on  a fait 
varier  la  variable  d’une  quantité  déterminée  et  cons- 
tante d:  Ax. 


lO  CALCULS  eiFFÉRENTIEL 

Ces  formules  (i)  et  (a)  dont  on  aperçoit  déjà  l’uti- 
litédans  les  développemens  et  recherches  des  différences 
des  fonctions  variables  considérées  dans  deuj^  états  de 
grandeurs , se  présenteront  sous  une  forme  beaucoup 
plus  commode  et  utile  à l'article  38. 

4-  Divisant  l’équation  (a)  par  Ax,  on  a celle 
Ax  . „ Ax*  . Ax^ 

—f  -r-l-f  T 

Ax 


3.5.4 

' * 

dans  laquelle  nous  prenons,  pour  plus  de  simplicité  ,1a 
différence  A x positive.  Or,  si  nous  considéronsanain- 
tenant  la  variable  x dans  un  seul  état  de  grandeur  , ca 
qui  donne  -Ax  = o,  et  par  conséquent  aussi  A_y=o  , 
puisque  y n’est  qu’une  fonction  de  x , l’équation  (a) 
se  réduira  à celle 


-=fx. 

O •' 


•(«)• 


La  fraction  | considérée  isolément , ne  présente  qu^me 
signification  vague,  puisqu’elle  peut  représenter  une 
quantité  nulle , ou  infinie , ou  finie  , suivant  que  l’on 
considère  son  numérateur  comme  provenant  d’une  ab- 
sorption répétée  d’un  facteur  signiiie^f  par  plusieurs 
facteurs  égaux  à zéro , et  son  dénoninmteur  comme  ne 
provenant  que  de  l’absorption  d’un  facteur  significatif 
par  un  nombre  moindre  de  facteurs  égaux  à zéro  ; 

,1  1 r ■ (.a — a)*  O a*(i  — i)(i  — 1)' 

telle  est  la  fraction TT ^ 

_g  ( ‘ — O J ou  que  l’on  considère  l’inverse  du 


cas  précédent , telle  est  la  fraction  = - = 


o(i  — 1) 


i*(i— i)Ci  — O A’Ci  — !)■ 


ou  enfin, 

O 
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qne  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  considérés 

comme  provenant  des  absorptions  de  facteurs  signiG- 

catifs  par  un  même  nombre  de  facteurs  nuis } telle  est 

1 P . O — a O a(i — i)  a , 

Ja  traction -il 7-  = ~ =7-7 Le  premier 

b — b O 0(1  — O.,  ® 

membre  de  l’équation  (a)  est  dans  ce  dernier  cas , 
abstraction  faite  pourtant  des  valeurs  propres  a fx 
que  nous  ne  considérons  que  d’une  maniéré  abstraite  , 
etqai,  considérée  d’une  manière  concrète,  pourrait 
être , comme  nous  en  verrons  des  exemples  dans  la 
suite,  nulle  ouinGnie. 

Pour  indiquer  génétli^ement  le  cas  analytique  expHmé 
par  l’équation  (a)  , au  moyen  d’une  notation  bien  simple 
qui  nous  rappelle  en  même  temps  que  le  zéro  du  numé- 
rateur de  la  fraction  provient  dans  ce  ca»  ci , de  A_y  , et 
que  celui  du  dénominateur  provient  de  Ax,  lorsque 
considérant  la  variable  x dans  un  seul  état  de  grandeur , 
ces  deux  différences  s’évanouissent  spontanément,  noua 
mettrons  l’équation  (a)  apus  la  forme 


dx 


f^: (4). 


dans  laquelle  dy  et  dx  sont  des  zéros  qui  rappellent  res- 
pectivement les  différences  Ay  et  Ax,  et  sçnt  les 
résultats  de  l’absorption  de  facteurs  Guis  par  un  même 
nombre  de  facteurs  nuis.  (Voyez  la  note  II.  ) 

5.  L’équation  (3)  que  nous  considérerons  ici  sous  la 
forme  (3)  , s’appelle  l’équation  aux  dijférences , parce 
qu’elle  donne  la  différence  des  deux  états  de  gran- 
deurs d’une  fonction  variable^  (=yx)  , lorsqu’on  a 
considéré  la  variable  x dans  deux  états  de  grandeurs  x 
et  x'  qui  différent  entre  eux  de  la  différence  Ax  de 
cette  variable. 

Mais  l’équation  (4)  dont  le  second  membre  ne  se 
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compose  que  d’un  seul  terme  y'x  de  celle  aux  dilTé^- 
rences  (3) , et  qui  pourrait  par  cette  raison  s’appeler 
équation  partielle  des  différences  , s’appelle  plus  géné- 
ralement équation  différentielle  , ce  qui  exprime  d’une 

dy 

manière  plus  simple , que  la  valeur  de  ^ équat.  (4)3 
n’est  qu’un  diminutif  de  celle  de'  []é<|nat.  (3)j- 


On  appelle  par  analogie , différentielles  de  y et  de  x, 
les  zéros  représentés  par  dyetdx,  provenans  respecti- 
vement des  différences  £^y  , Ax  , lorsqu’elles  se  sont 
spontanément  évanouies  par  la  considération  d’nn  seul 
état  de  grandeur  de  la  variable  x , et  par  conséquent 
de  sa  fonction  y. 

Lorsqu’on  ne  veut  qu’exprimer  la  différentielle  d'nne 
variable  x , ou  d’une  fonction  quelconque  variable  repré- 
sentée par  une  simple  lettre _y,  on  l’écrit  comme  nous 
l’avons  fait  précédemment  , sans  interposer  aucune 
marque  ou  caractère  entre  la  caractéristique  d et  la 
^variable  x,  ou  la  représentation^  de  sa  fonction.  Mais 
si  l’on  veut  indiquer  la  différentielle  d’une  fonction  mo- 
’nome  variable , on  met  entre  la  lettre  d et  la  fonction 
variable j un  point;  *et  si  c’est  la  différentielle  d’une 
fonctipn  polynôme  , on  met  celle  - ci  entre  deux 


parenthèses,  Ainsi  d.x”,  d ^ax’’  — ^ -f-  q^  indiquent 

respectivement  les  différentielles  des  formules  variables 
écrites  après  la  lettre  d. 


S.  De  l’équation  (4) , et  conformément  aux  défi- 
nitions et  notations  précédentes , il  suit  que  le  rapport 
de  la* différentielle  de  la  fonction  d’une  variable  à la 
différentielle  de  la  variable  , est  égal  au  coefficient  de 
la  première  puissance  de  la  différence  de  la  variable 
dans  le  développement  de  la  fonction  propose  , lors-  > 
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qu’on  a augmenté  ou  diminué  la  variable  de  sa  dilFé- 
rence;  et  à cause  que  ce  coeflicient  est  indépendant  de 
la  düTérence  de  la  variable  , on  peut,  pour  simplifier  l’é- 
noncé de  cette  proposition , dire  que  le  rapport  de  la  dif- 
férentielle de  la  fonction  d’qpe  variable  à la  différentielle 
de  la  variable,  est  égal  au  coefficient  de  la  première 
puissance  de  la  différentielle  de  la  variable  dans  le  dé-  ^ 
veloppement  de  la  fonction  donnée , lorsqu’on  a substi- 
tué dans  cette  fonction  la  variable  augmentée  de  sa  dif- 
férentielle. Ainsi , pour  avoir  la  différentielle  d'une  fonc- 
tion variable , il  ne  faut  que  trpuver  ce  second  terme  du 
développement.  Le  calcul  qui  mène  à ce  résultat  s’ap-  • 
pelle  différentiation , et  celui  qui  sert  à trouver  la  dif- 
férence entière  [équat.  (2) J s’appelle  différentiation  ~ 
totale. 

De  même  nops  appellerons  dfférentier  une  fonction 
variable  , l’opération  qu’ôn  fait  pour  obtenir  le  rapport 
de  sa  différentielle  à celle  de  la  variable  ; et  nous  ap- 
pellerons prendre  la  différence  d’une  fonction  variable, 
l’opération  qu’on  fait  pour  obtenir  l’expression  de  la 
différence  de  cette  fonction  par  une  suite  telle  que  celle 
(2)  Cart.3]. 

Ainsi  pour  différencier  la  formule  • 


ax- 


je  cberche  le  second  terme  du  développement  de 
a (x  -f-  qui,  comme  on  l’a  vu  en  algèbre,  est 

dzam3ê^~‘dx  ,'à’où. 


dx 


= it  amx^~'...  .(5). 


Donc  dx  étant  la  différentielle  de  la  variable  x , la 
formule  d:  amx~T^'dx  est  la  diiférentielb  de 


e^^i 
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Mais  si  l’on  veut  prendre  la  dilFérence  de  la  mêma 
fonction  variable  aar^,  alors  il  faudra  compléter  le 
développement  de  la  puissance  + m du  binôme  x-f~  A x , 
et  l’on  aura  d'abord  pour  l’elcposanti positif 

A .ax”  ^ a ( X -1-  A x)"* — ex'" î 

H =c|^7nx*—*  Ax-f-^^^~ — ^x"*"*  Ax*...-f- 

et  pour  l’exposant  négatif , il  viendra 


'A  .ax”"’= 


a [|x"* — (x4-  A x)"*] 


— a A X Q 


(x+  A x)"*  x'" 

. . , m(m — i)  „ 
mx"*~*-l -af'- 


x"‘  (x+AxJ 
‘ Ax.,.4-  Ax”' 


x“"*+mx*"‘  * A X ... . +x"‘  A x”" 


rrjj 

5|“- 


éipiations  dans  lesquelles  Ax  étant  la  âilTérence  de  x , 
on  a les  différences  des  fonctions  x"*  et  x“"*  qui  sont 
respectivement  les  seconds  membres  des  équations  (6) 
et  (c). 

' 7.  Soit  qu’on’prennela  différence,  ou  que  l’on  diffé- 
rentie  une  fonction  variable , il  est  clair  que  si  dans 
cette  fonction  il  y a un  terme  tout  constant , ce  ternie 
disparaîtra  dans  la  différentiation  totale , et  par  consé- 
quent aussi  dans  la  différentiation  partielle  ; car  dans 
la  première  de  ces  deux  opérations,  la  quantité  cons- 
tante restant  la  même  lorsqu’on  substitue  a la  variable 
cette  même  variable  augmentée  ou  diminuée  de  sa  dif- 
férence , il  est  clair  qu’en  retranchant  de  la  fonction 
transformée  la  fonction  donnée  , la  quantité  constante 
disparaîtra.  De  même  , puisqu'en  divisant  la  différence 
de  la  fonction  variable  par  celle  de  la  variable,  et  fai- 
«ant  cette  dernière  différence  égale  à zéro  , la  formule 
aux  différ^^es  se  rédmt  à la  formule  différentielle , il 
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s'ensuit  que  la  constante  ne  se  reproduit  pas,  et  que 
conséquemment  elle  disparaît  dans  la  düTérentiation 
partielle.  Ainsi  généralement , représentant  par  c une 
constante  quelconque  , on  a A +c)  =:  A .fx,  et 
de  meme  d (Jx  + c)  — d.fx  ; d’où  nous  conclurons 
que  les  différences  ou  différentielles  de  deux  fonctions 
variables  égales , sont  identiques  \ mais  que  des  diffé- 
rences ou  différentielles  peuvent  être  égales  sans  appar- 
tenir à des  quantités  égales.  Cette  observation  est  de  la  ^ 

pins  grande  utilité  dans  le  calcul  qui  sert  à revenir  des 
différences  ou  différentielles  aux  fonctions  mêmes,  ainsi 
que  nous  le  verrons  lorsque  nous  traiterons  cette  belle 
partie  de  l’analyse.  ^ , 

CHAPITRE  II. 

* t 

De  la  différentiation  des fonctions  algébriques 
et  transcendantes  d’une  seule  variable. 

,8.  T J A règle  générale  pour  différentier  toute  fonc- 
tion d’une  seule  variable  , déduite  de  la  proposition 
.énoncée  à l’article  6,  exigeant  la  connaissance  du  se- 
cond terme  du  développement  de  y ( æ -f-  Jj:  ) , il 
«St  à {tropos  de  déduire  de  certaines  différentiations 
obtenues  par  ce  moyen,  des  règles  qui  puissent  conve- 
nir à la  recherche  des  différentielles  des  fonctions  va- 
riables d’une  même  classe.  - C’est  ainsi , par  exemple, 
qu’ayamt  trouvé  à l’article  6 , d’après  la  règle  générale 
énoncée  dans  cet  article  , que  ' 

d.x— mx^~'da:.,: . .Q  équat.  (5)] , 
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OU  , plus  généralement , que 


c')  = ±maj^~'dx. . ..(G)  [art.  5]] , 

on  en  conclura  que  l’équation  (6)  ayant  lieu  , quel  que 
soit  l’exposant  m ( Comp.  de  Lacroix , art.  65 

et  GG  ) , il  faut , pour  difFérentier  une  fonction  monorae 
d’une  seule  variable  , diminuer  l'exposant  de  la  va- 
riable dune  unité , et  la  multiplier  par  • le  produit  de 
son  ancien  exposant  et  de  sa  différentielle. 

Voici  quelques  exemples  ; 


m m — fï 

1°.  d.  (dx"  + b ) =*ax  " dx, 
a*.  d.(^~  -{-  b^  ■=  (m  — n) 


— amdx 


5°  d.  -f-  = — amx~"~'dx  : 

4*'.  d,  (a  y'x  -j-  i)  z=— x"‘  ^dx  = • 

^ ‘ m m — I 


m- 

m 


5*.  Pour  difFérentier  la  formule  ^/a"*  — x’'^  soit 
fait  Z = a"  — x" , d’où  dz  = — nxf'~'dx  ; mais 

P 1 — 1 

d.l/z  r=  - zc  dztdonc  substituant  dans  cette  der- 

P 

nière  équation  les  valeurs  de  z , ainsi  que  celle  de  dz, 
il  vient  . 

I— P 

. d^Co"  — cc”)  = — -(a"  — x"  )^x*T’dr 
— nx"~'dx  * 


« 
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9.  Passons  actuellement  à la  dilFércntiation  desquan- 
tités qui  se  composent  de  plusieurs  termes  affectés  de  la 
même  variable.  Soit  généralement 

y—fx+f,x+f^x (a), 

; représentant  des  fonctions  monomes 

de^la  variable  x.  La  différence  de  cette  équation  (a) 

+/i  C^+^a;) 

Mais  réquation  (i)[art.  3]  donne 

/ {x+  Ax)=/x  +f'xâ.x  + f'x~+etc. 

f^x-j-  ^^x)=f,x+f,xAx  + f^x~  + etc. 

O â 

f»{x+  Ax)=jr,x+f,xAh:+f,x~+  etc. 


Donc  , substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  Ay, 
réduisant  at  divisant  toute  l’équation  par  A*  il  ' 
vient 

-^  = fx  + f +f\x 

V ~^'^^^’\~fxX-{-f”^X...)Ax-\-etC., 

et  considérant  la  variable  x dans  un  seul  état  de  gran- 
deur, doù  Ax=o  et  A^  = o;  enfin  indiquant  tou- 
jours ce  cas  particulier  par  la  substitution  à , 

on  a l’équation  différentielle 

dy 

iX+f\x..-.  . 
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Ainsi  la  difFérentielle  du  polynôme  yjc+/jX+/,r. . . 

est 

( f * + + /'»*•  • •)  ; 

c’est-à-dire  qu’elle  se  compose  de  la  somme  des  dilFé- 
rentielles  de  tous  les  termes  variables  du  polynôme  pro- 
posé. Donc , règle  générale  , pour  avoir  la  différen- 
tielle d’un  polynôme  dont  les  termes  sont  fonctions 
d’une  seule  variable  , il  faut  différentier  chaque  terme 
particuliérement , et  écrire  toutes  ces  différentielles  à la 
suite  les  unes  des  autres  avec  leurs  propres  signes. 

1 " 1 
Exemples.  i°.  Différentier  ax— bx"  + c\/x  — — . 

La  différentielle  de  ax  est  adx  \ celle  de  — est 

— mbx^~'dx,  celle  de  c \/x  est  - ; enfin , la 

V/x— ‘ 

différentielle  de  — est  donc  écrivant  toutes 

ces  différentielles  à la  suite  les  unes  des  autres  avec 
leurs  signes , et  faisant  de  dx  un  facteur  général , il 
vient 

d ^ax  — bx”'  + c {/x  — J?) 

= (a—  mJx"-*  -1 n 

n v/x"“* 

9 

a*.  D fferentier  ( ax-f-by^  )"*  — V^a  -|-  bx  -+-  ex*. 

Faisons  X=nx  + ix^,  X'  = a -f-àx-f- ex* , ce  qui 

réduit  la  proposée  à la  forme  X"  — V'X'  dont  la 
<ülfér«ntielle  est 


I 
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dX' 


ïfl 


mX’^-'dX 


..{b). 


q V/X'«-« 


Mais  dX  = (<i  + 5èx’  ) <ix  et  dX'  = ( 6 + acx  ) tir  ; 
donc  substituant  les  valeurs  de  X,  X',  dX  et  dX' 
dans  la-formule  (A)  , on  trouvera  que  la  différentielle 
demandée  est 

, b -|-  acx 


[ 


m (nx+ Ax^)’""‘ (a -J- 3 Ax“) - 


dx. 


<7 I 

q\/  (o-fAx-f-cr^)’"*  J 


Avec  un  peu  d’usage  du  calcul , on  acquiert  bien 
vîSb  l’habitude  d’opérer  directement  sur  les  quantités 
données,  sans  le  secours  des  symboles  auxiliaires  servant 
à représenter  des  polynômes  compris  sous  un  exposant 
quelconque  j c’est  de  cette  manière  que  nous  allons 
traiter  l’exemple  suivant. 


3*.  ^ + cx^  = 


y/x 


rzZ. 

— £ — hV  a+cx^  ^ (a+cx)»^ 

l/x 

j_n  V^x""*"  O v/ ( a + ex 


C-+»  ^ y/(a  + cx)t" 

Ces  exemples  .renferment,  à peu  près  , les  cas  les 
plus  compliqués  que  l’on  puisse  proposer  pour  la  dif- 
férentiation des  fonctions  algébriques  d’une  seule  va- 
V a.. 
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riable;  ainsi  nous  passerons  tout  do  suite  aux  différen- 
I tiations  des  quantités  transcendantes. 


lo.  On  démontre  en  algèbre  que 


a*=  i+mx-f 


(mxy 


a. 3 


(mxY 

HT3T4 


■etc...(a)[*]. 


m représentant  le  logarithme  naturel  de  la  base  a : donc 
différentiant  d’après  la  règle  enseignée  précédemment 
(art.  9) , il  viendra  , ^ 

V» 

Mais  la  série  comprise  entre  les  deux  parenthèses,  est 
l’expression  de  a*;  donc 


tf . a*  = ma^dx  = a’iadx. . . . (7)  , 

en  représentant  par  la  le  logarithme  naturel  m de  la 
base  a. 

La  dilFérentielle  d’une  quantité  exponentielle  se  sim- 
plifie , lorsqu’on  prend  pour  base  celle  des  logarithmes 
naturels  , que  l’on  représente  généralement  par  la 
lettre  e ; car  alors  m ~ le  = 1 , ce  qui  réduit  1 équa- 
tion (7)  à celle 

J.e*=e*cîr (8).  , 

1 1 . Prenant  pour  caractéristique  du  logarithme  d’une 
quantité  dans  un  système  logarithmique  qui  a pour  base 


J'aurais  pu  déduire  ce  développement  de  la  formule  (i)  , 
comme  l’a  fait  Laffrange  dans  son  ouvrage  sur  la  Tfit-orie  des  ^ 
J^ntictiofis  ; mais  i’ai  pensé  que  cette  recherche  sur  des  connais- 
sances déjît  acquises,  d’une  manière  (jour  le  moins  aussi  simple,  en 
algèbre,  tn 'aurait  entraîné  dans  des  longueurs  inutiles  , et  aurait 
exigé  certaines  considérations  qui  ne  sont  pus  conlortues  à la  sim- 
plicité et  .t)  la  marche  rigoureuse  que  je  me  suis  proposé  de  suivre 
(lacs  cet  ouvrage. 


> 


f 
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la  quantité  a,  le  symbole  £L^3>  toujours  pour  ca- 
ractéristique du  logarithme  naturel,  la  lettre  l : de  plus  y 
faisant  d’où  x—{lja~\y  ,m-=la,dy~d.à‘' , 

j/x  = d . [La3_y  ; et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (7),  après  y avoir  isolé  dx,  on  aura 

Cs). 

Passant  des  logarithmes  du  système  qui  a pour  bases 
aux  logarithmes  naturels  , ce  qui  donne  la  = le^  1 , 
il  vient 

d.ly  — ^ (lû). 

^ y 

♦ 

Donc  la  différentielle  du  logarithme  naturel  d"  unequan- 
tité  quelconque  , est  égale  à la  différentielle  de  cetfe 
quantité  divisée  par  elle-même. 

Lorsqu’on  cherche  la  dilTérentielIe  d’un  logarithme 
dans  un  autre  système  que  le  naturel  , il  faut  , 
ainsi  que  nous  l’apprend  l’équation  (9) , diviser  la  dilFé- 
rentielle  du  logarithme  naturel , par  le  logarithme  natu- 
, rel  de  la  base  de  ce  système.  ^ 

Mais  la  facilité  qu'on  a de  passer  du  logarithme  natu- 
rel d’une  quantité  , au  logarithme  de  la  même  quantité 
dans  un  système  qui  a une  base  quelconque , en  divisant 
le  logarithme  naturel  donné  par  celui  de  la  base,  nous 
portera  à ne  considérer  dans  cet  ouvrage  que  les  loga- 
rithmes naturels , ce  qui  simplifiera  les  formules  et  le 
calcul.  • 

Les  différentiations  des  quantités  logarithmiques  sont 
de  la  plus  grande  importance  dans  les  sciences  exactes. 

Exemple.  Dfférentier  la  formule  logarithmique 
— (xP  — è)  (xt  — c)  (x'— A). ..  .(a). 
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* Représentant  par  y cette  formule , on  a 

dy=dlüx''—a)+dl(xP—b)+dlixi—c')+dlix'—h)  + etc. 


nx"-'  px>^^  , qx^-' 


Eux”-' 
x” — a 


x^—b  "**  x^ — c x^—  h 


-f-  etc.  ^ d.v....{by. 


Faisant  n = <7  = n....=  i , et  supposant  qu’il  y a 
un  nombre  m de  facteurs  binômes  de  la  foi’uie  x — a, 
x~b. . . on  aura  l’équation 

^ = ^[■3=" — Ax”'-'-f-Bx”'~” rpPx±:Q3. . . .(c), 

dans  laquelle , comme  l’enseigne  l’algèbre  , 


■A=a-f-i-|-c-|-A... , B=nè-f-ac-f-a/i...-f-ic-f-éA...-f-cA...  ^ 
enfin  (^  = abch.... 

Différentiant  cette  équation  (c) , on  a 


— (m — 1) Ax"'"“+(m — 

x”' — Ax"‘~‘+  Bx'“— “ . . . q:  Px ±; Q 


Or , d’après  les  hypothèses  qui  ont  réduit  l’équation 
y = (a)  à celle  (c),  l’équation  différentielle  (é) 
devient  ^ 

f(x — 6)(x — c)(x — A)...+(x — a)(r — c)(x — h)... 

4-(x — o)(x---6)(x — h) . . . .-{-(x — fz)(x— 

^ _ (x— c)-:  ..+etc. 

x"‘— Ax"”- ‘+Bx'"- rpPx±Q 

et  égalant  ces  deux  valeurs  de  , on  a l’équation 

mx”-' — (m— i)Ax’"~*-f-(m — 2)Bx'"~^. . • 
q:Ps=(*— i)  (x— c)  (x— A) . . .+(x— n)(x-  c)  (x— A) . . . 
-f  (x—a)  (x— i)  (x— A) . . .+ (x— c)  (x— i)  (x  - c) . . . ( <£), 

d’où  nous  conclurons  ce  théorème  d une  utilité  remar- 
quable dans  la  théorie  des  équations  , savoir , que 
le  coefficient  de  la  différentielle  de  l’inconnue  x dans 
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/a  différentielle  d'une  équation  du  degré  m , est  égal  à 
la  somme  de  tous  les  produits  distincts  qu’on  peutfo»- 
mer  en  multipliant  les  m racines  binômes  de  m — i 
à m — 1. 

Donc  , si  dans  l’équation  proposée  il  y a » racines 
égales  à a,p  racines  égales  à 7 racines  égales  à c...., 
ce  qui  la  rend  multiple  de  (x — a)"  (x — by  (x — r)’... . j 
il  est  évident  que  chaque  terme  du  second  membre  de 
l’équation  (d)  sera  difisible  par  (a? — a)""'  (x — by~' 
(x — c)’“* .... 

Donc,  le  plus  grand  commun' diviseur  entre  F équa- 
tion proposée  et  le  coefficient  de  dx  dans  sa  différen- 
tielle , est  égal  au  produit  de  toutes  les  racines  binômes 
égales , respectivement  élevées  à une  puissance  moindre 
dune  unité  que  le  nombre  de  fois  qu’elles  sont  facteurs 
dans  l'équation  proposée.  C’est  sur  ce  principe  que 
pose  la  règle  donnée  en  algèbre  pour  trouverles  racines 
égales  des  équations,  et  qui  s’y  démontre  d’une  ma- 
nière plus  pénible  et  moins  générale  que  par  le  calcul 
différentiel  ( Alg.  de  Lxicroix,  art.  204  et  suiv.  ). 


la.  Pour  indiquer  les  logarithmes  successifs  d’une 
quantité , nous  mettrons  pour  exposant  à la  lettre  ca- 
ractéristique l des  logarithmes , le  nombre  de  fois  que 
l'on  prend  les  logarithmes  des  logarithmes  de  la  quan- 
tité. Ainsi  /“x=  log  du  log  de  x ; /*x  = log  du- log 
du  log  de  X , et  ainsi  de  suite.  Donc 


d.lx  dx 
Ix  xlx  ' 

dPx 


« !..  U . l’JU  UvC>  -,  M 


d . Px 


dx 


tx 


xlxtx  ’ 


d.Pq:-. 


dx 


P»  xlxPxPx  ’ 


et  généralement 

d.Px  — 


dx 


xlxPxP 
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i3.  Passons  enfin  à la  différentiation  des  fonctions 
rectilignes  d’arcs  circulaires  variables. 

On  sait  que 


et 


cosx: 


g—xy'—i 

' Z[/ — I 


.(a) 


donc 

a.smx= ! 


* (*)[*]; 


^ Æc[art.  10,  équat.  (S)]. 

Mais  le  coefficient  de  dx  est  égal  à cos  x ; donc 
t/. sin  X = cosxdx. . . .(la)  ; 
différentiant  l’équation  Çb)  , on  a 


rf.cosx  — 


g-xy'-. 


)!/-« 


- dx , 


et  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  l/ — i 
il  vient 

= -J, h) 


(^)  J'aurais  pu  déduire  de  la  formule  (i)  [an.  3],  les  valeurs  de 
sin  X et  de  cos  x en  fonctions  des  arcs  , par  des  séries  indéfinies , et  ^ 
de  là  j'aurais  déduit  les  valeurs  de  ce*  ejuantites  en  fonctions  en- 
ponencieilcs  de  l’arc  x et  de  i.  Mais  par  les  iiH^mcs  raisons  que 
celles  que  j’ai  exposées  au  renvoi  de  l’article  ro,  j’ai  mieux  aime  con- 
sidérer ces  connaissances  comme  acquises  précédemment,  ce  qui 
doit  être  lorsqu’on  apprend  le  calcul  différentiel.  D'ailicnrs  les 
formules  (a)  et  (A)  sont  démontrées  de  la  manici’e  la  pins  simple  et 
la  plus  claire,  par  le  moyen  des  premiers  princi[>cs  d’algèbre  et  de 
géométrie  , dans  l’excellent  ouvrage  de  M.  Ltigtndre  j à l’article  33 
de  la  Trigonomctric  ( quatrième  édition  des  EUnif^ns  de  Gèo^ 
métric). 
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or , la  quantité  entre  parenthèses  est  égale  au  sinus  de 
'x  ; donc 

d.cosxz=i  — sinxcL; (i3)* 

i4-  On  a séc  x=  — ^ — , et  coséc  x — — * — ; donc 
cosx  sin  X 

, , — d . cos  X . , — rf.sin  x 

a. sec  X — , et  a cosec  x = r— . 

cos  X sin’x 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  d . cos  x 

[^équat.  (i3)3  et  de  d.sin  x [équat.  (ia)3i  oa  aura 


d . séc  x = 


rf. coséc  X = — 


dx  sin  X cjxtang  x 


dx  cot  X 


.(i5).  ^ 


if).  Onsaitquetang“x=séc’x — t,  et cot*x=coséc’x 

— 1 . DilTérentiant  ces  équations,  il  vient  tang  x d tangx 

=séc  x.t/.sécx,  et  cotxrf.cot  x=coséc.  x coséc .v, 

,,  , . , rf.sécx  , fé.  coséc  X 

d ou  on  tire  a.tangx= — : , eto.cotxr= . 

. sm  X cos  X 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  d.séc  x et 

de  d . coséc  X l^équat.  (i4)  et  (i5)3  , il  vient 


(f.tang  x = 


d . cot  X= (17). 

sm“x  ' " 

On  trouvera  avec  la  plus  grande  facilité  la  diiFérentielle 
de  sinus  verse  de  x,puisqued.sin-verx=fi(i— cosx) 
= — d . cosx  ; donc  substiAiant  à la  place  de  d.cos  x, 
sa  valeur  Qéq.  (i3)3  , il  vient 

d.sin-ver  X = sin  xc/x, . . . (18). 

Exemple  I"'.  DiJJerentierltin  (a  -f-z"’)  sin  (b+z") 
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sin  (c  + zf).  Cette  formule  pouvant  s’écrire  ainsi 

qu’il  suit 


/sin(a+  z”’)  + /sin  (6 + /sin  (c-f-z'’) (a)  , 

on  n'aura  qu’à  difFérentier  successivement  ces  trois 
termes  ; ainsi , pour  le  premier , il  viendra 


</./sin  (a  + z”)  [équat.  (lo)] 

sm  ( a + z"  ) ^ V.  -'J 

" sin  (a+z") ^ (a+z"’)rfz. 


et  opérant  de  même  sur  les  deux  autres  termes  de  la 
formule  (a)  , on  aura  pour  la  différentielle  demandée  , 
la  formule 

£r^”^‘cot(a-j-z"’)-{-nz"-‘cot(6+z")4-pz»’''cot(c-f-z'’)](/z. 


* II.  Dijférentier  a*°*  )• 

La  formule  7 ( art.  10  ) , donne 


.a  = a la  d . cos 


Vib  + zY- 


Mais  ce  dernier  facteur  différentiel  est 

m m 

= — sin  \Y (Z»+z)'*d.  \/ (6-}-z)*  [équat.  (i3)  , art.  iS] 

— — “ V^(/>-f-z)‘‘~'"sin  ^/(i-f-z)'*t/z.  Donc  la  âiffé- 
rentielle  demandée  est 


m 

a cosV^(44-»i»  m 

K (o + sia  + 

n 

III.  Différentier  tang  ^/a*— bz"*)». 
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N 1 

Faisant  X = (n* — bz”'Y>  

dx  ■==.  — y^(a^ — èz”‘)  ds , et  substituant  ces 

n 

râleurs  dans  l'équation  (i6)  , il  vient 


d.tang  V^Ca'— 66"‘)’  = — 


bmq  V/  (a“ — bz’")  z’"~'dz 
n cos“  ^ a‘  — bz"' 


iC.  Faisons  successivement  ^ = sin  x ; _y  = cos  x ; 
y = tang  x \ y ■=  cot  x ; y = séc.  x ; y ==  coséc.  x 
et_y  = sin-verx,  ce  qui  donne  respectivement  à ces 
dilFérentes  valeurs  successives  de_y,  les  égalités 
arc  (sin=^)=x;  arc  (cos=^)=x , arc  (tang  =z_y)-=x  ; 
arc  (cot=y)=x;  arc  (séc=:y')=:x;  arc  (coséc=j')=x  ; 
et  arc  ( sin-ver  '=y')  ~x. 

Donc,  isolant  "Sx  dans  les  équations  (la),  (i3),  (i6), 
('7)>(’4)»  (*^)  (i8)>  substituant  et  faisant  le* 

■réductions  trigonométriques  nécessaires,  on  a respecti- 
vement à chacune  des  équations  précédentes , celles 


ti.arc(8in=^)=— ....(ig), 

V i-y 

d.arc  (cos=j')  = —p:-.- — (ao) , 

, y/  i_j» 

</.arc(tang=^)  = Y-^ (ai), 

d.arc(cot=ji)  = ^-^ (*a), 

Il  ' ^ 

d.aïc  (séc  = y)  = ■==;=  • ■ • -(a^), 

yS/y'—i 

d.scc  (coséc=y)  = — (34)> 

I 

dy 

d.arc (sin-Yer=^)=  .... (a5). 

y 
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L’équation  (ig)  s’obtient  en  observant  que...,.’ 
arc  (sin=^)=x, donne ^=sinx, d’où cosx  = v/ 1 — -y* 
et  tir=rf.  arc  (sin=_y).  Mais  de  l’équation  (la),  on 

tire  = ^ ^ : donc , par  des  simples  substitutions , 

cosx 

, on  a l’équation  (19).  Un  calcul  semblable  fait  trouver 
les  équations  (ao) (a5).  » 


CHAPITRE  III. 

De  la  différentiation  des  fonctions  algé- 
briques et  transcendantes  de  plusieurs 
variables  y ainsi  que  de  celles  à une  seule 
variable  qui  se  dfférentient  comme  les 
fonctions  de  plusieurs  variables. 

17.  Soit  « une  variable  dont  les  valeurs  dépendent 
de  celles  qu’ori  donne  à deux  autres  variables  Y et 
X , dont  la  première  u n’est  fonction  que  par  voie 
d’addition  on  de  soustraction  (*)  , ce  qui  donne  l’équa- 
tion 

u=  AY-|-BX-fC....(a), 

A , B , G étant  des  quantités  constantes.  • 


(*)  Il  est  clair  qii'oa  pourrait  avoir  u = F(X,Y),XetY  elant 
des  variables  simples  ou  respectivement  fonctions  de  x et  dey,  et 
qne  cependant  u fût  une  constante  ; alors  l'etpiation  prwe’dente  pou- 
vant être  ramene'e  à la  forme  Y = 0“  y —f^  • rentrerait  dans 

le  cas  de  la  dilFcrcntiation  des  lônctions  d'une  seule  variable , que 
nons  avons  traitée  dans  le  chapitre  préciidcnt.  Mais  dans  celui-ci,  nous 
considérerons  des  fonctions  de  variables  , qui  varieront  elles-mêmes 


ET  AVX  DIFFÉRENCES.  39 

Faisant  varier  unième  temps  les  variables  Y , X des 
quantités,  respectives  AY,  AX  , et  représentant  ce  qu« 
devient  alors  u par  u' , on  a l’équation  ' 

u'  = AY  + BX  + C 4-'AAY  + BaX  / • 
d’où  retranchant  celle  (o) , il  vient  V— u,  ou 
Au  = AAY  ^ BaX  ......  i , 

Ainsi , aEn  que  la  fonction  variable  u puisse  être  con- 
sidérée dans  un  seul  état  de  ^andeur,  il  faut  faire  en 
même  temps  A^  = o et  aX=o. 

- Divisant  l’équation  (b)  par  Ax,  on  a celle 
Au_;.AY_^_' 

qui , lorsque  les  variables  X et  Y sont  considérées 
simultanément  dans  un  seul  état  de  grandeur  , se 
réduit  à | = A f -f-  B , ou  , nous  servant  -de  la 
même  notation  que  dans  les  chapitres  précédens  pour 
rappeler  , après  l’évanouissement  spontané  des  trois 
düTérences  , les  quantités  d’où  proviennent  les  zéros 
qui  les  ont  remplacées,  nous  aurons  l’équation  dÜTé- 
rentielle 

du  cTSf 

Pour  trouver  la  nature  des  fractions  différentielles 
et  ( art.  4 ) , mettons  d’abord  l’équation  (d) 
sous  la  forme 


du/ 


lor»quc  les  variables  qui  entrent  dans  ces  fonctions  Taneront.  Uno 
fonction  y d’une  st-ule  variable  x est  donm*f  en  géométrie  par 
la  considération  des  lignes  planes  ^ an  lieu  que  la  fonction  variable  u 
de  deux  variables  x et  jr  est  en  géométrie  la  représentation  analy- 
tique des  surfaces.  i 
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Or,  il  est  évident  "®  P®ut  être  = o,  puisque^ 

son  produit  par  l’autre  facteur  est  égal  à la  quantité 
• constante  et  significative  B j de  même  ne  peut 

être  = - ; car  cela  ne  pourrait  avoir  lieu  que  si  l’on 

avait  1 — A^  = o (j)>c®  qui  est  impossible 

lorsque  , suivant  l’hypothèse  actuelle,  la  variation  Au 
de  la  fonction  variable  u s’opère  par  le  concours  des 
variations  simultanées  AY  et  AX  des  variables  Y et  X ; 
puisque  l’équation  (f)  dérive  uniquement  de  l’equa- 
tion  aux  différences  de  la  proposée  (a)  , si  l’on  y con- 
sidérait X comme  constante  , ce  qui  donnerait  Au=Aa Y, 

d’où  — 1 = O ; et  considérant  un  seul  état  de 
Au 

grandeur  de  Y , et  par  conséquent  de  u , on  aurait 
l’équation  différentielle  (/")  , laquelle  étant  le  résultat 
d’une  hypothèse  contraire  à celle  qui  nous  a donné 
l’équation  (d)  et  sa  dérivée  (e)  , ne  peut  exister  dans 

le  cas  actuel  (,'*')  ; ainsi  est  une  quantité  finie  ]>  o. 

« 

Actuellement , mettant  l’équation  (d)  sous  la  forme 


dy  /du 
dX 


B. 


■(g). 


dY 


on  voit  tout  de  suite  que  ne  peut  être  nul , puis- 
que cette  fraction  différentielle  est  facteur  dans  un 


(*)  L'equation  (f)  est  la  difltircntiellc  de  celle  de  la  trace  de 
la  surface  exprimée  analytiquement  par  réquatton  (a),  sttr  le 
plan  de»  uy,  et  par  conséquent  n'appartieni  qu'^t  une  ligne  plane. 
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dY 


produit  égal  à la  constante  B.  De  même  ne  peut 

être  =^,  puisque,  comme  nous  l’avons  démontré  pré- 

‘ céderament , on  ne  peut  avoir  ^ — A = o dans  l’hy- 
pothèse actuelle.  ' 

Il  suit  de  là  que  les  facteurs  diH'érentiels 

(îy 

étant  des  quantités  signiGcatives , comme  l’était  ^ dans 

l'équation  (4)  []art.  41  j l’égalité  (d)  est  de  même 
nature  que  celles  considérées  en  algèbre  ; mais  pour 
plus  de  facilité  dans  le  calcul , nous  la  mettrons  sous 
la  forme 

tZu  = AdY-f-BtIX (A). 


Soit  actuellement  u = AY-f-BX-f-CZ-|-  D. ..(/)'» 
X,  Y et  Z étant  des  variables  simples  , ou  respective- 
ment des  fonctions  ÿe  x,  y et  z : supposons’ 

^ = AY-fBX,  d’où  «=P-HCZ-fD, 

et  dÜFérentions  ces  deux  dernières  équations , ce  qui 
nous  donnera 

df  = AdY  4-  BdX  et  rfu  = d?  CdZ  [éq.  (A)]. 

Donc , substituant  la  valeur  de  dç  donnée  par  la  pre- 
mière équation  düTérentielle,  dans  la  seconde  , on  aura 


du  AdY  4“  BdX  *4  CdZ , 

et  ainsi  de  suite,  on  trouvera  que  généralement,  la 
différentielle  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque 
de  fonctions  variables , chacune  d'elles  ne  renfermant 
qu’une  seule  variable  différente  des  autres , est  égale 
à la  somme  des  différentielles  de  ces  fonctions  écrites 
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avec  les  signes  qui  leur  conviennent  après  les  dijféren~ 
tiations  particulières. 

Exemple.  Dijférentier  ay"*  — "t* 

La  différentielle  de  ay”' , est  may’^'dy , celle  de 

b bndx  f.  „ , /— ~ . — 5z'‘dz 

— — est  — ; eniin  celle  de  V d‘ — est -==. 

Æ"  X"-*-*  ''  ay/a^—z^ 

Donc  la  différentielle  demandée  est  may”'~'dy  + 

Zz^dz 


a v/  — z^ 

i8.  Soit  maintenant  un  produit  variable  (*)  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  simples  X , Y , Z. . . . 
ou  fonctions  respectives  des  variables  simples x ,y  ,z..., 
ce  qui  nous  donnera,  en  représentant  par  u ce  produit, 
l’équation 

U r=  AXYZ (fl)  , 

d’où  lu  = /A  + /X  + AT  -f»  /Z  + etc.  ; 
et  différentiant  ùous  aurons 

d.lu—d.DL-\-d.lY  -f-tf./Z-f-etc.  (art.  17)  , 
du  dX  , dY  , dZ  , 

= +-Ÿ+‘z 


(*)  Il  est  nécessaire  dans  cette  occasion  d'ajouter  au  mot  produit 
celui  •t)ariable;  car,  comme  on  le  sait,  un  produit  de  variables 
peut  être  constant,  et  alors  si  ce  produit  ne  se  compose  que  de  fac- 
teurs fouettons  de  deux  variables,  il  en  résulte  en  géométrie  l'ex- 
pression analytique  de  la  loi  qui  régit  les  coordonne'es  d'une  ligne 
plane  telle , par  exemple  , que  Phÿperbole  rapportée  à scs  asymp- 
fotess^laissi  ce  protîiiii  est  variable,  comme  nous  le  considérons  ici, 
il  en  résulte  l'exp^ssion  analytique  de  la  loi  qui  régit  les  coordonnées 
d'une  surface. 

Faisant 
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Faisant  disparaître  les  dénominateurs , et  restituant  à 
la  place  de  u sa  valeur  donnée  par  l'équation  (a)  , on 
aura 

d.u=d.ÀXYZ.... 

i=  AYZdX  + AXZdY  + AXYdZ  + etc . . . (A) . 

Donc,  /a  dijférentîelleduproduitdeplusieursvariablesi 
est  égal»  à la  somme  des  produits  de  chacune  des  va-^ 
riables  par  le  produit  de  toutes  les  autres. 

Soit  X=çx,  Y = ^,_y,  Z=ç,s. . .à.'o\^dX.=f'xdx^ 
dY  ~<p[ydy  ,dZ'=ç'^ûiz Substituant  ces  va- 

leurs dans  l’équation  (é) , il  vient 

du=d.Kçx^,y^tZ. . .=A9iy^»z. . .ç'xdx-\-Açx^,fi. . . 

■ • .?>Iw?a+etc — ’.(c). 

ig.  Si  nous  faisons  w^=AXYZ. . u'— BX'Y'Z'.. 
a*=tCX"Y''Z". . . , et  ainsi  de  suite , X , X',  X". . . étant 
des  fonctions  quelconques  de  * ; Y , Y',  Y" . . . des  fonc- 
tions quelconques  de  ; Z , Z',  Z" . . . des  fonctions 
quelconques  de  z. . . ; il  est  clair  que  faisant, 

ü = u -f-  u'  -j-  u*  + etc. . . .(a),  .■> 

U sera  une  fonction  de  toutes  les  variables  x , z. . . 
combinées  entre  elles  d’une  manière  quelconque,  que 
nous  représenterons  généralement  par  Ffx,^,z...). 
Or,  l'équation  (a)  étant  diiférentiée , donne  celle 

d.ü  = du-f-du'-f-  du’-f-  etc. . . .(i)  , Qart.  17J,' 

et  y substituant  les  valeurs  de  dit,  du',  du*...[^éq.  (c)  , 
art.  183,  on  aura 


34  CALCÜLS  blFFÉRENTIEt 

dUzsJF  (x,y,z. . .)=A*,y*»z. . .4>'a:yr-}-A4>x<»»r. .. 

+ Bç>,yf,z..yxf  +B(pxftin-...p'yf  '■ 

• •+A*x<l>,^. . . 

» • 

Mais  le  coeQicicnt  de  dx  eât  uAe  fonction  (jnelcoogue 

des  variables  x , y , z que  je  représente^ par- 

F,  (x,y  , e. . );jl  èn  est  de  même  des  coefficiens  de 

dy , dz que  je  représente  rtspectivèment  par 

Fa  2. . , Fj  (^x  ,y , 2. . , ce  qui  ramène 

l’équation  précédente  à la  forme  générale  et  plnt  shnpla 

dU  = <fF  Z. . .)  =F,  {x,y,  z...)dx 
-fFa(x,^,z. . .)  ‘(y+I’aCx.j',  2. . .)dz-\-ttc. . .(a6). 

Mais  si^,  z. au  lieu  d’être  des  variables,  étaient  des 
constantès , alors  tous  les  termes  alfectés  des  facteurs 
düTérentieU  cfy  , ^2. . . . . s’évanouiraient,  puisque  les 
quantités  constantes  n’étant  pas  sitSc^ttibles  de  deux 
états  de  grandeur  difiereos  , n’ont  pas  de  différences  , 
et  par  conséqi^ntde  différentielles.  Ainÿ  l’équation  (a6) 
se  réduirait  à celle 

d.U  = d.F(x,y,2...)  = F.(x,y,2...)Æc....(c). 

Donc  le  premier  terme  de  la  différentielle  entière 
de  F (x,y,z — ) []équat.  (a6)3  est  la  différentielle 
de  la  même  fonction  , en  n’y  considérant  que  x comme 
trariable.  De  même  , en  prenant  toutes  les  quantités 
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«,_y  , £. . . ^^mme constantes , excepté  successivement 
jf , a. . . , on  aura  le  second  membre  l’équation  (sG) 
qui , respectivement  à ces  düTérentes  hypothèses  , se 
réduira  aux  second  , troisième . . . termes  -,  d’où,  nous 
conclurons  que  la  dilTérentielle  complète  d’une  fonc- 
tion quelconque  ü d’autant  de  variables  qu’on  voudra, 
X,  y,z. . . , se  compose  de  toutes  les  différentielles  de 
la  fonction  proposée  , en  n’y  considérant  succ4llFe- 
ment  qu’une  variable  comme  telle.  Ainsi  écrivant  en 
avant  de  la  fonction  U des  variables  x,  y . z. . . la 
caractéristique  d*  pour  indiquer  qu’on  prend  sa  dif- 
férentielle, en  né  considérant  cotnnie  variable  que  x. 
De  même,  plaçant  successivement  en  avant  de  la  même 
fonction  tr , les  caractéristiques  Jr,  tf*. . . pour  indiquer 
les  différentielles  de  la  proposée  , en  n’y  considérant 
successivement  que  y,  z...  comme  variables,  on  aura 
l’équation  (aS)  qui  se  présentera  sous  la  forme 

dV  = + ûMJ  -f-  d'U  -f-  etc ....  (ay). 

Les  quantités  , dW , d^U s’appellent  Jes  di/- 

férentielles  partielles  de  la  proposée.  ^ 

30.  Représentaûtpar_/^(ü)  le  coefiîcientF,(j;,y,z. . .) 
de  dx , lorsqu’on  n’a  différentié  la  fonction  pro- 
posée U que  par  rapport  à x , c’est-à-dire , faisant 
d*U  =/'(U)  dx,  et  de  même  faisant  drVxxfrÇü')  dy, 
d'ü  =/* (ü)  dzi  i l’équation  (37) deviendra 

dü  =/* (U)  dx+fy  (U)  dy-f-/‘‘(U)  dz  + etc. ..(38). 

Nous  appellerons  différentielles  partielles  effectuées , 
les  quantités  /*  dx  , p (ü)  dy , p (ü)  dz...  pour 
les  distinguer  des'  quantités  d*ü,  drü , d*ü. . . oui  ne 
sont  que  les  différentielles  partielles  indiquées.  ^ 

31.  Il  résulte  de  tout  ce  que  nous  avons  dit  précé- 

3- 
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deniment , que  pour  dÜTérentier  une  foncdon  quel- 
conque de  plusieurs  variables,  il  faut  difffrentier  suc- 
cessivement la  fonction  donnée  pàr  rapport  à chacune 
des  variables  , en  ne  considérant  que  celle-là  comme 
telle,  et  ensuite  écrire  avec  les  signes  qu’elles  ont  après 
la  différentiation , toutes  les  différentielles  partielles 
effectuées.  , 

' fld#Soit  ü = . .(a) , ^ et  représentant  des 

fonctions  de  puissances  positives  d’un  nombre  quel- 
conque de  variables  , qui  peuvent  être  les  mêmes  , ou 
> différentes  dans  rûne, et  l’autre  de  ces  fonctions,  et 
proposons-nous  de  différentier  cette  fraction. 

Mettant  l’équation  (a)  sous  la  forme  .U  =q> 
on  aura,  d'après  la  règle  générale  (art.  ai  ) , 


» 


<«J  = WT’df  -f-  (fd.  . . . .(i). 

Mais  d.(jp')~'  = — (fy~^dq>'  (art.  8)  ; donc  substi- 
tuant cette  valeur  dans  l’équation  (é)  , et  pa;ssant  des 
exposan|^égatifs  aux  positifs , on  aura 

, <pd^' 

£n£n , réduisant  au  même  dénominateur , il  viendra 


Donc,  règle  générale,  pour  différentier  une  fraction 
dont  les  deux  termes  sont  des  fonctions  quelconques  de 
variables , il  faut  retrancher  du  produit  du  dénomina- 
teur par  la  différentielle  du  numérateur , celui  du  nu- 
mérateiA'  par  la  différentielle  du  dénominateur  , et 
diviser  le  tout  par  le  quarré  du  déno0nateur. 
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a3.  RemARQüe.  On  peut,  par  le  moyen  de  cette  der- 
nière règle , faire  dépendre  les  différentiations  de  tang  op 
et  de  cot  x de  celles  du  sinus  et  cosinus  du  même  arc 

, sin  X cosjd.sinjc — sinard.cosx 

x;card.tangx=d.— = 

[éq.  (la)  et  (i3)] 


cosx 
cos^xdx  + sin*xdx 
cos^x 


( art.  23  ) =: 

— -fr.  ■■  comme  nous  l’avons  trouyé  à l’article  i5. 
cos*x 

cosx  sinxdcosx — cosxdsinx- 
De  même  a.cotx=a.  - 


sm  X 

sin*xdx  »f-  cos*xdx  —dx 


sm'x 


. = : . ■ , même  résultat  que 

sm“x  5Jn*  X 

celui  de  l’article  i5.  • 

34.  Nous  allons  dans  cet  ar^cle  appliquer  les  règles 
précédentes  à quelques  exemples. 

_____  i 

1*.  Dijférentier  \/i— xy  \/y* — ax. 

, Faisant  cette  formule  = ü , on  aura 

3 

y y (_y*  — ox)  dx 


d*U  = - 


a 1 — xy  dx  , 

3 » 

3 ÿ' {y*' — 


3 \/i—xy 

3 

et  rf.TT—  ' 

5v/(y=^*’ 

donc  <fU  ou 

, '’3  • 

d.y  1 — xy  y y* — ax  = [(/(y  — jxy'  -j-  3ax*)  dy 

3 

+ (5033^  — ^ — 2a)dx]  ; S\/iy‘ — ax)*  y \—xy. 

s 

3®.  Dijférentier  la  fraction  ^ ^ ^ ’ 

V/(xy-f  y*) 

Faisant  cette  formule  égale  à U,  on  a 


38 
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dV 


5 5 7 

S/ixy  -^y*)d  .y  ar-4-  a-*  — yar  -f-x*  d.  v(xy'^y*) 


( artaa) 


. is(^y  +y*)  — T {ax  + x’)y]  dx~’-  (ax-t-  x‘)  (x  iy)  djr 

b 7 

/ 

a5.  Nous  n’avons  difTérentié  à l’article  lo  que  des 
quantités  exponentielles  du  premier  genre  et  du  pre- 
mier ordre  j actuellement  il  nous  sera  aisé  de  diifé- 
• Xentierles  quantités  exponentielles  des  deux  genres  et 
de  tous  les  ordres.  En  effet,  soit,  i®U=x>',  d’où 
tu  =ylx  ; différentiant  cette  dernière  équation  , il 

dU  ydx  , , , , * * 

vient  tt-  T txdy  \ donc 

^ U X 

d.TJ  =z  d.x^  = 3^  +/xÉ?y^. . . .(3o). 


a”.  Soit  encore  ü . Faisons  y — z'‘ . . .(a)  , 
d’où  U szxi'.  La  différentielle  de  cette  dernière  équa- 
tion est  l’équation  (3o)  , et  celle  de  l’équation  (a)  se 
déduisant  immédiatement  de  la  formule  (3o)  est 

dy=  z"  1^^^^ {-  ....  (6)  ; 

donc  substituant  dans  l’équation  (3o)  les  valeurs  de_y 
et  de  dy  [éq.  (a)  et  (é)],  il  viendra 


d.x‘  =x*”z“  + ^x  (30- 

3°.  Faisant  dans  cette  dernière  équation  x = a, 
alors  la  constante  a n’ayant  pas  de  différentielle , le 
terme  affecté  de  dx  dans  l’équation  (3i)  disparaît, 
et  on  a 

d . n"‘  = a'  z"/»  + tzdu^ ....  (Sa)  ^ 


» 


t 
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et  ainsi  de  suite;  il  est  aisé  de  voir  qu’opérant  toujours 
de  même  , on  pourra  , par  le  moyen  des  différentielles 
déjà  obtenues , trouver  successivement  celles  des  quan- 
tités exponentielles  de  tous  les  ordres. 


CHAPITRE  IV. 

Différentiation  des  éçuadonS  éntreun  nom- 
bre guelconljue  de  variables  mêlées. 

aG.  Une  fonction  de  la  seule  variable  x telle  que 
Fx , étant  égalée  à la  lettre  ^ , donne  l’équation^ =Fx, 
danf  laquelle  les  deux  variables  ^ et  x sont  séparées , 
et  dont , conséquemment , la  différentiation  dépend 
absolument  de  celle  des  fonctions  d’une  seule  va- 
riable. Mais  les  deux  variables  ^ et  x étant  mêlées 
d’une  manière  quelconque  dans  un  polyqome  égalé  à 
ïéro , il  en  résulte  une  équation  mêlée 

f(p:,y)  = o (a), 

dont  il  est  évident  que  la  différence  sera  nulle;  car  Té- 
quation  (a)  exprimant  la  relation  qui  existe  entre  les 
• deux  variables  y'  et  x , aifra  encore  lieu  lorsque  x va- 
riant de  sa  différence  Ax , y variera  de  sa  différence 
çorrespondante  A)’;  onauradpnc/(x-l-Ax,jr-f-Ay)=o, 
et  de  cette  dernière  équation  retranchant  celle  (a)  , il 
viendra 

f (x-l-Ax ,^-f-Ay)  —f  (x,_y)  ou  A .f  (x = o.. .(i). 

37.  Cette  dernière  équation  étant  dévelpppée , il  est 
clair  qu’il  ne  restera  que  des  termes  affectés  des  diffé- 
rences Ay  et  Ax,  puisque  devant  avoir  lieu  Lndépendam- 
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ment  des  valeurs  de  àx,  elle  devra  encore  avoir  lieuiors- 
que  Ax  = 0 , ce  qui  donne  = o ; on  aura  donc  alors 
une  équation  entre  et  Ax  ; d’où  tirant  la  valenr.de 

^ , il  viendra  une  équation  de  la  fdrme  ^ =’^  (®.^) 

une  fonction  de  Ax  > ùy , et  x qui  s’évanouira 

lorsqu’on  fera  Ax  = o , d’où  ^ o.  Donc , en  indi- 
quant pv  1a  substitution  de  ^ ^ ^ > cette  circons- 
tance particulière  du  calcul  où  les  différences  des  varia- 
bles s’évanouissent  simultanément , U ne  restera  que 
dv 

l’équation  = ^ (x,^  ) qui  est  la  vraie  équation 

différentielle  de  la  proposée , et  qui , conséquemment, 
ne* faisant  que  se  présenter  sous  une  forme  différ|nte 
de  ce  qu’elle  serait  si  l’équation  proposée  avait  été 
séparée  avant  la  différentiation , c’est-à-dire , avait  été 
résolue  par  rapport  à l’une  des  deux  variables , peut 
toujours  se  rsunener  à cette  dernière  forme  en  substi- 
tuant dans  le  second  membre  de  la  différentielle  de 
l’équation  mêlée  , la  valeur  de  l’une  des  deux  variables 
en  fonction  de  l’autre  , et  déduite  par  la  résolution  al- 
gébrique de  la  proposée. 

Par  exemple , soit  l’équation^“ — aaay-f-ix*=o  dont 
la  différentielle  est_y<^  — — aydx  -f-  bxdx  — o , 

..(a).  Si  avant  de  différentier 


■ bx 


d’où  ^ — 

dx  y — ax 

l’équation  proposée  , on  l’avait  séparée  en  la  résolvant 

par  rapport  à l’une  des  deux  variables , par  exemple  , 

par  rapport  à^,  ce  qui  donne ^ = ax ±: x V^a’ — b , 

on  aurait  eu  après  la  différentiation,  l’équadon \ 

^ = edz  V^o*  — b qui  est  identique  avec  celle  (a)  j 
car  si  dans  cette  équation  (a) , pn  substitue  là  valeur 
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de  y[;  = a:  (o±  l/fl*  — 6 )]  , 


on  aura 


<f y fl“  ± fl  V/  rt’ — b — b 


, et  divisant  les  deux  termes 


dx  ± \^a’‘—b 

de  la  fraction  par  le  dénominateur  , il  vieut. .... 

^ = fl  ± û* — b , niême  valeur  que  celle  trouvée 

précédemment , et  qui  nous  apprend  que  dans  cet 
exemple  le  rapport  desdifférentielles  des  deux  variables 
est  constant. 

a8.  Il  est  à propos  d’observer  que  la  fraction 

après  la  différentiation  d’une  équation  d’un  degré 

-^quelconque  entre  deux  variables  , est  susceptible  d'au- 
tant de  valeurs  successives  en  fonctions  de  l’une  des 
‘ deux  variables  , qu’il  y a d’unités  dans  le  plus  haut  ex- 
posant de  l’autre  variable  dans  la  proposée  , puisque 
cette  dernière  équation  étant  résolue  par  rapport  à la 
variable  que  l’on  veut  éliminer  dans  l’équation  diffé- 
rentielle , a un  nombre  de  racines  déterminé  par  celui 
des  unités  de  son  plus  haut  exposant , et  chaque  facteur 
élémentaire  étant  différentié , donne  une  valeur  de 

^ qui  est  différentC-de  toutes  les  autres. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  — ox®  -f-  i = o 
dont  la  différentielle  est  aydy^ — Zax^dx  ~ o , d’où 

— — 3c^  ^ .J  avoir  deux 


dx 


ay 


€?y 

valeurs  successives  et  différentes  de  -p  en  fonctions 

dx 

de  X,  et  trois  valeurs  successives  de  la  même  frac- 
tion différentielle  en  fonctions  de_yj  car  la  proposée 
étant  résolue  par  rapport  , donney  r=±:V/flx'* — é; 
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et  différentiant , il  vient 


dx  ' 


Mai» 


a \/  ax^~  b 

l’équation  proposée  étant  réiolue  par  rapport  à x, 

donne  les  trois  équations  élémentaires  a:=: 

I ± 1/ — 3 I y“  + ^ 1 11  . 

et  X = ^ — - — , lesquelles  étant 

dilFérentiées,  produisent  respectivement  les  trois  équa- 
tions différentielles  * 

3 3 ____ 

dy  5{/a  (^y’^  by  dy — 3 Ka  (j’-f-i)*, 

^ — f , — t 


ay 


' dx 


(iq;  V"— 3)y 


les 


Au  reste , on  aurait  trouvé  les  deux  valeurs  succès^ 

sires  de  ^ en  fonction  de  x seule  ; et  les  trois  valeurs 
dx 

successives  de  la  même  fonction  différentielle  en  fonc- 
tions dey  seule , si  l'on  avait  dans  le  premier  cas  subs-« 

• * c^v 

titué  successivement  dans  l’équation  = 

J • . , ^ 

deux  valeurs  de  en  x , et  si  l’on  avait  dans  le  second 
cas  substitué  successivement  à ^ place  de  x,  ses  trois 

valeurs  successives  en  fonctions  de_y. 

* 

aq.  On  peut  toujours , après  avoir  différentié  une 
équation  entre  deux  variables  ^ rendre  l’expression  de 
dy  . , 

~ indépendante  d’une  constante  qui  affeçte  l’un  de» 

termes  variables , puisque  par  le  moyen  de  l’équation 
proposée  et  de  sa  différentielle , on  peut  éliminer  la 
constante  en  question.  Il  est  vrai  que  par  cette  opé- 
ration on  reproduit  la  quantité  constante  isolée  que  la 
différentiation  avait  fait  disparaître.  Mais , outre  que 
la  proposée  peut  avoir  tous  ses  termes  variable» , ce 
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qui,  par  l’opération  indiquée  précédemment,  ne  fait 
qu’ôter  une  constante  sans  en  reproduire  de  nouvelles  j 
c’est  qu’encore  il  peut  être  quelquefois  avanta^^x 

d’avoir  dans  l'expression  de  la  constante  isol^We 

la  proposée , plutôt  que  celle  qui  est  facteur  dans  1 un 
des  termes  variables. 

Cependant  on  doit  bien  faire  attention  qu’il  ne  faut 
pas  regarde^  l’équation  résultante  par  cette  eliminatjon, 
comme  l’équation  dilférentielle  de  la  proposée  j car  en 
faisant  disparaître  les  dénominateurs  , les"  düFérens 
termes  de  l’équation  résultante  de  l’élimination , s’af- 
fectent de  nouvelles  fonctions  variables  , et  par  consé- 
quent la  somme  des  termes  affectés  de  dy  , n’est  plus  la 
différentielle  partielle  de  l’équation  proposée , en  ne 
considérant  d’abord  qi^^  comme  variable.  De  même 
la  somme  des  termes  ^rectés  de  dx  n’est  plus  la  diffé- 
rentielle partielle  de  la  proposée,  en  ne  considérant  que 
X comme  variable. 

Par  exemple  , soit  l’équation  — — b~o 

dont  la  différentielle  est  (ax — ay^)ydx-{‘{x—^ay'‘^Jcdy 

=0  , d’où  ^ (gy*  ~~  Mais  de  l'équation  pro- 

’ dx  (x-^3ay*)x 

posée  on  tire  — ; et  substituant  cette  valeur  de 

a dans  celle  de  il  viént  *=«  ‘1"' 

ne  donne  plus  la  différentielle  de  la  proposée , mais 
un  rapport  de  dy  à dx  indépendant  de  la  constante  a- 

Au  reste,  on  pourrait  obtenir  le  rapport  des  deux  dif- 
férentielles des  variables  indépendant  d une  constante , 
qui  serait  facteur  d’un  terme  variable,  en  prenant  dans 
l’équation  proposée  la  valeur  de  cette  constante , et 
différentiant  l’équation  sous  cette  forme.  Ainsi*  dans 
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l’exemple  précédent , prenant  la  valeur  de  a , ce  qui 

donne  a = — y et  différentiant,  on  aura.. . 

w[[ydx — axdy  bydx — 5bxdy  „ 

O— y ^ ^ doù  Ion  tire, 

toutes  réductions  faites,  l’équation ^ = 

^ d*  ayx^—5bx 

comitie  précédemment.  ' 

5o.  Dans  les  équations  à trois  ou  un  plus  grand 
nombre  de  variables,  il  est  clair  qite  la  séparation  ne 
peut  se  faire  entièrement , et  tout  ce  qu’on  peut  obtenir 
par  la  résolution  des  équations  littérales,  c’est  d’isoVer 
l’iibe  des  variablls  dans  le  premier  membre  j cependant, 
pour  abréger  , nous  appellerons  équation  séparée , 
celle  = ^ (a:,  z...)  pour  la  distinguer  de  la  mêlée 
. > 2 — ) = o.  Or,  il  es^vident  que  si  l’on  dif- 

férentie  l’équation  mêlée , et  qiron  y substitue  la  valeur  ' 
de  y déduite  de  la  proposée  , on  aura  la  même  équa- 
tion différentielle  que  si  l’on  avait  différentié  l’équation 
séparée.  , 

Oç  pourrait  encore  éliminer,  comme  dans  la  diffé- 
rentiation des  équations  à deux  variables , une  constante 
qui  serait  facteur  dans  un  termq  variable  , et  on  aurait 
une  équation  différentielle  qui  s’obtiendrait  également 
en  prenant  dans  ^ proposée  la  valeur  de  la  constante  en 
question,  et  différentiant  l’équation  sous  cette  forme 

3i.  On  simplifie  très-souvent  les  différentielles  des 
équations  mêlées , en  les  traduisant  en  logarithmiques , 
et  les  différentiant  dàns  cet  état , ce  qui  fait  disparaître 
les  radicaux , lorsque  la  proposée  se  compose  de  deux 
polynômes  Sffectés  de  radicaux  différons;  et  enfin  toutes 
les  fois  que  la  proposée  se  présentera  sous  la  forme 

« m 9 Il  

' 1/<P(æ,^,  z...)= /V 
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En  effet,  paaijant  aux  logarithmes  , on  a 

et  dilférei^iant,  il  vient  l’équation  différentielle 

• d.(p{x,y,z...)_d.(p'ix, 

771?  (x,^,  a...)  iuf\x,  y ,z. . 

qui  n’a  point  de  radicaux. 

Exemple.  Dijférentier  l’équation  V^x  — by* 

5-  

y ax^  — y. 

Traduisant  l’équation  proposée  en  logarithmique , il 
vient  ^ l{x—by»)=^l  (.a^—yj  ,*et  diSérentiant , 
on  a 

dx—abydy Zax'dx—  dy  . . _ 

3(x— 6y)~  5 (0x3 

chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  il  vient 


(ga^’x* — dx  = — 'jby' — 3x)  dy: 

Sil’on  avait  différentié  directement Téquation  proposée, 

,,  dx — abydy  Sax'dx — iy  . 

on  aurait  eu  celle , — = ÿ ' ' — *1“* 

3 Ç^{x — by'Y  5 l/  (_aa^—y)* 

est  encore  embarrassée  de  radicaux , mais  que  cepen- 
pendant  on  aurait  pu  faire  disparaître  en  divisant  cette 
dernière  équation  pour  la  proposée  , ce  qui  aurait  donné 
l’équation  (a).  En  effet  , cette  double  opération  n’est 
évidemment  qu’une  différentiation  logarithmique. 


Sa.  Remarque.  Les  différentiations  par  les  loga- 
rithmes seraient  insuffisantes  pour  la  disparition  des 
quantités  radicales  dans  l’équation  différentielle , si , 
outre  les  deux  polynômes  variables  ^ectés  chacun  d’ua 
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radical  quelconque,  il  y avait  d’autres  fermes  variables 
rationnels,  ou  irrationnels  at  niénieconstans;  Car  alors 
on  ne  pourrait  plus  transformer  l’un  des  deux  membres 
eu  logarithme  d’une  quantité  rationnelle. 

# 

3 5 ^ 

Soit  par  exemple,  Téquation  ^ ^ y +P 

qui  ^ en  passant  aux  loganthmès  donne 


ainsi  ladilférentielle  du  second  membre  serait  aifectée 
de  radicaux.  ' 


Ce  serait  rai^nner  faux  que  de  dire  dans  cette  cir- 
constance que  P étant  une  constante , la  différentielle 

• ■*  3 s ' . 

de  la  proposée  est  la  même  que  celle  de  yyx^=yj^, 
et  que  conséquemment  on  peut  différentiel'  cette  for- 
mule par  les  logarithmes  suivant  les  méthodes  de  l’ar- 
ticle précédent , car  la  différentielle  logarithmique  de 

, dvl/j?y 

proposée  est  ~~T~ 

V(.^y)+p 


la 


, au  lieu  que 


la  différetitiêlle  logarithmique  de  l’équation  sans  sa 
constante  , a le  dénominateur  du  second  membre  trop 
petit  de  la  constante  p. 


33.  On  peut , par  moyeu  des  différentielles  loga- 
rithmiques , développer  d’une  manière  très-commode 
une  puissance  quelconque  d’un  polynôme  donné.  £n 
effet , soit  proposé  de  développer  la  puissance  n du 

polynôme  a-f-i  + c-f-d-f-ç-f-/’. les  lettres 

a,  b , c représentant  des  quantités  quelconques 

constantes  ou  variables. 

Multiplions  les  termes  a , b , c , d , e , f. ..  .du  po- 
lynôme proposé  par  les  termes  respectifs  de  la  suite 
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3*,  a;’,  X*,  X*,  a:®,. . ce  qui  donnera  à dévelop- 

per la  formule 

(a  + ix  + ex* -f- dx’ + ex<  )" (a). 


dont  le  développement  sera  celfti  du  polynôme  proposé 
en  y faisant  x = i. 

Egalant  la  formule  (a)  à la  suite  A-f-Bx-j-Cx*-}-Dx* 
, dans  laquelle  A , B , C. . . . sont  des 
coelTiciens  indéterminés  , et  prenant  les  düTérentielles 
logarithmiques  des  deux  membres , on  a 

7t  ( h -f-  aex  -+-  3dx“  -f-  4®^’  + 5/x^  -f*  etc.  ) 
a -f-  6x  -j-  ex*  -}-  dx*  -f-  ex*  4-  /x*  + etc. 

. B -f-  aCx  -f-  3Dx*  + 3Ex^  + -f-  etc. 

A + Bx  + Cx* -f"  4"  + Fx^4-etc.' 

Faisant  disparaître  les  dénominateurs,  et  égalant  les 
coefliciens  des  mêmes  puissances  de  x,  puisque  cette 
dernière  équation  doit  avoir  lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  x , on  pourra  déterminer  les  valeurs  de 
B,  C,  D. .. . en  fonctions  de  A , a , è,  c. . . . Quant 
à la  valeur  de  A , on  trouvera  aisément  qu’elle  est  «“  ; 
car  l’équation  (a  -f-  bx. . .)*=  A Bx. , . . devant 
avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x , elle  aura  encore 
lieu  U||Éme  x=o  , ce  qui  réduit  l’équation  précédente 

à A^P. 

? C’est  ainsi  qu’ayant  les  valeurs  des  coelHciens  A , 

, C. en  fonctions  de  ceux  du  polynôme  proposé, 

on  obtiendra  le  développement  demandé , en  faisant 
dans  le  résultat  x = i . 

J’ai  démontré  par  des  procédés  purement  algébriques, 
cette  méthode  dans  mes  Mélanges  malhématiefues  ('*')  , 


(*)  Cet  ouvrage  principalement  destiné  k l’usage  des  Élèves  qui 
suivent  mes  Cours  au  Lycée  Impérial,  se  trouve  chez  moi,  me 
Saint-Jacques,  n®  lat  , et  chez  Cookcier,  imprimeur-libraire  pour 
las  Mathématiques,  quai  des  Augustins,  n»  5;. 
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afin  qu’on  pût  l’enseigner  aux  commençans , et  j’ai 
même  déterminé  la  loi  qui  règne  entre  les  coeQîcienS 
* A,B,C 

34-  On  peut  de  mên^  trouver  par  le  moyen  des  dif- 
férentiations , partie  logarithmiques , partie  naturelles , 
le  logarithme  d'un  polynôme  quelconque.  En  effet, 

soit  a -j-  b -f-  c -f-  d le  polynôme  proposé  , 

a , b ,c. . . . étant,  comme  dans  l'article  précédent,  des 
quantités  quelconque  constantes  ou  variables.  Écrivons 
ce  polynôme  comme  il  suit  a -(-  ix  -f-  ex*  -f-  dx^  -f-  etc. , 
en  nous  réservant  de  faire  x = i dans  le  résultat,  et 
faisons 

, 1 ( a -f-  ix  4-  ex*  -f-  dx’  -f-  er^  -f-  etc.  ) 

= A-f-Bx-f-Cx“-f-Dx^-f-  Ex^-f-  etc (a), 

A , B , C . . . étant  des  coeificiens  indéterminés. 

Différentiant  les  deux  membres  de  l’équation  précé- 
• dente  , il  vient 


J -f- Q cx-|-3dx“-|-4ex®-f-etc 

a-f-6x-(-cx“-f-dx^-f-ex-* 


=B-f-2Cx-f-3Dx*-f-4Ex^-f-etc. . .(6) , 


Chassant  le  dénominateur , et  passant  tous  le^É|rmeB 
dans  le  second  membre  en  ordonnant  par  iMW  à 
X,  il  vient  ^ 

Ba  -f-  aCajx  3Dû\x*  -|-4Ea\x^  -f-  etc. 

— 6 — 2c  \ —3dl  — 4®/  — 

0£=  ~f- Bb  j -f- sCbr  _ -f-3iD > -f- etc. 

-}- Bc  J -f-aCcV  -f- etc. 

• ^ -f-  Bd  / -f"  etc. 


Cette  équation  devant  avoir  lieu  indépendamment  des 
. valeurs  de  x,  il  faut  égaler  tous  les  coeillciens  à zéro  , 

CO 


« 


* 
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ce  qui  donne  les  équations  , 
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B = C 
£ 


zac  — 6“ 


D = 


Za‘d—Zahc  , 


a'  sa*  ' Za? 

— 4^'^bd  + ^ab^c  — 2a*c“  — M 

4a^ 


etc. 


Quanta  la  valeur  de  A,  on  l’aura  aisément  en  Faisant 
x—o  dans  la  formule  (a)  , ce  qui  donne  A=la  j donc 

...  . t , b zac — b*  Zc^d — Zabc-\-P 

l Ca+b+c+d+etc.)  = /a+-+-:;:;3-+ 


+ etc. . . (33). 


a aa* 

, 4^^^~‘4^’‘bd-f-/Çab‘c — 2û*c® — -b^ 

^ 4ÔÏ  ^ 

La  loi  qui  règne  entre  tous  les  termes  de  cette  suite 
s’apperçoit  mieux  lorsque  l’on  conserve  les  lettres  B , 
C , D . . . ce  qui  donne  le  système  d’équations 


a 


zc  — Bb 


za  . 


x>=-- 


Zd—  zCb  — Bc 


Za 


E = 


4e  — 3Di  — eCc  — B<i 
“ 4^ 


k34), 


F — y— 4Eé>— 3Dc— aC(f  — Be| 
5a 


etc. 


qu’il  est  aisé  de  pousser  aussi  loin  qu’on  le  désirera.' 

Faisant  a=:  b = c=  d = i , la  formule  (33) 

donne  le  logarithme  népérien  d’un  nombre  quelconque.* 
On  trouvera,  par  exemple,  que  le  logarithme  naturel 

^ 4 
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de  3 est  i + i — 5 + 1+  i + f + etc.=  1,09;  maie 
cette  méthode  n’est  pas  très-utile , car  elle  emploie 
une  suite  trop  peu  convergente. 


CHAPITRE  V. 

Des  différentiations  juccessives  ; du  théorème 
*'  de  Taylor  et  de  quelques-unes  de  ses  appli- 
cations aux  développemens  des  séries  et 
aux  transformations. 


35.  INfoüS  avons  vu  à l’article  3 que  y étant  égal 
à fx , et  y'  ce  que  devient  y ou  fx  lorsqu’on  met 
dans  cette  dernière  fonction  a;-}- Ax  à la  place  de  x, 
en  avait  l’équation  par  série 

y =/x  -f/'x  Ax  + fx  ^+fx^ 

Céquat.  (1)], 

dasif  laquelle  chaque  'fonction  de  x dérive  de  celle 
qui  la  précède  immédiatement,  de  la  même  manière 
que  fx  d érive  de  la  fonction  primitive  de  x représentée 

par/x.  Or,/'x  = Iq-  (4) . 4] , donc 

• i.r^ 

aussi  fx  = ^ , expression  qui  indique 

le  rapport  de  la  différentielle  de  la  fonction  fx , 
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TEprésentée»par^j,  à la  différentielle  dx'dela  variable. 

Mais  pour  exprimer  que  la  différentielle  de  j^doit  être 

prise  suivant  des  variations  iinifonDies  de  x et  variables 

de  y,  on  écrit  rf.  ^sous  la  fowne  (.*)  > 

comme  si  dy  représentait  une  variable  et  dx,  une 
constante.  Cette  notation  est  extrêmement  commode  , 
et  rappelle  d’une  manière  bien 'simple  quelles  sont  les 
variables  qui  varient  uniformément , et  celles  dont  la 
variation  n’est  pas  uniforme  ( la  note  Jll).  Si  l’on 
avait  eXy=.fx , alors  z variant  uniformément, 

-T  et  à plus  forte  raison^,  ne  varieraient  pas  unifor- 
mément , et  on  indiquerait  cette  circonstance  dans  la 

forme  de  d.  ^ . en  différentiant  ^ comme  si  le  nn- 
dx  -■  dx 

mérateur  et  le-  dénominateur  ' étaient  deux  variables 
■ - i «b  ,'er  J,  , /dy'  dxddy  — dyddx 
( art^  aa,)  , ce  qui  doimerait'd.  -j-  ^ • 

CLOC  Cl  JC 

Nous  examinerons  avec  plus  de  détails^  cas>-là  à. 

..=1 4-,. . ' 4 

Revenons  pour  le  moment  à l’hypotbèse  que  x varie 
uniformément , ce  qui  nous  donne,  comme  nous  l’avons 

vu  ci-dessùs  ,f”x  = , et  puisque  /*a:  se  déduit  de 

f"x  , comme  cette  dernière  fonction  se  déduisait  de 

• ■»  ' , ' >.  ■ i t!i  bit  s il  > 

• •d.^ 

celle  fx bu  àüfa  f"x~=  ==  thème 

-b;. A. 

^ . 

• 

(^)  INotu.  nous  servirons  , par  rapport  aux  diff<frentiellés,  de  la 
meme  notitiion  <]ue  pour  les  differçoccs  (art.  I en  mettant 

la  lettre  </  à lu  plucc  de  celle 

4-. 


A 
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f'x  = ; et  enfin  généralement ; 


r-y.=%. 


Les  notations  £?y,>*tWy , ..  .Jly  qui  indignent 

qu’on  différentie  eucoessivement  une  fois,  deux  fois, 
trois  fois . . . ,n  fois  la  fraction  variable  représentée 
par  y , s’appellent  respectivement  les  düFérentielles 
première,  seconde  J troisième. . . de  cette  fonction 
variable. 


3S.  Lorsque  la  fonction  d’une  variable  qu'on  dif- 
férentie  ne  se  compose  que  de  puissances  entières  et 
positives  de  cette  variable  , il  est  clair  que  la  différen- 
tielle de  l’ordre  marquée  par  le  plus  haut  exposant  de 
la  variable  dans  la  fraction  donnée  , sera  constante 
puisqu’à  chaque  différentiation , cet  exposant  diminue 
d’une  unité  , et  que  conséquemment  il  devient  zéro 
lorsqu'on  a différentié  la  formule  autant  de  fois  qu’il 
y a d’unités  dans  le  degré  de  là  fonction  variable  ; ainsi  • 
généralement,  si  l’on  a . 


y = Ax”  + Bx”"-*  + Cx"*-*. . . -I-  Px-H Q . . . . (a) , 
on  aura 


= constante , et  par 

dx”' 


, , d^Y 

conséquent  a . = o. 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  constante  , valeur  de 

_ i 

^ est  Am  (m  — i)  (m  — a) a.i,  et  que 

ax" 

d-n  ( Ax"-!-  Bx"’-’ . . .,-f  Px'-I-  Q ) = d".  Ax”  , puis- 
que dans  les  m différentiations  successives  , les  m 
coefficiens  Q,  P C,  B disparaissent  successi- 

vement. 


/ 
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- 37.  Mais  si  la  fonction  d’une  variable  qu’on  veut 
dilTérentier  successivement,  a quelqu’un  de  ses  termes 
affecté  de  la  variable  élevée  à>  une  puissance  négative  , 
ou  fractionnaire  , ou  imaginaire,  il  est  clair  qu’on  ne 
pourra  jamais  part'enir  à un  ordre  de  différentielle  qui 
soit  constante  , puisque  retranchant  successivement  de 
l’exposant  de  la  variable  élevée  à une  puissance  né- 
gative , ou  fractionnaire,  les  nombres  i , 2,  5. . . , 
ainsi  que  l’exige  la  différentiation  successive,  on  ne 
pourra  jamais  parvenir  à un  exposant  nul. 

Quant  aux  fonctions  transcendantes  d’une  variable  , 
il  est  clair  qu’on  ne  pourra  jamais , quel  que  soit  le 
nombre  de  différentiations  successives  qu’on  opérera  , 
parvenir  à une  différentielle  constante  , puisque  chaque 
différentiation  reproduit  une  quantité  transcendante , 
lorsqu’il  s’agit  de  fonctions  exponentielles  ou  de  fonc- 
tions de  lignes  trigonoraétriques  et  d’arcs  de  cercles , 
et  que  dans  les  différentielles  logarithmiques  , il  y a 
toujours  quelques  termes  affectés  de  la  variable  avec 
un  exposant  négatif. 

Applications  I.  Trouver  la  différentielle  du  troi- 
sième ordre  de  v/a*  — x“. 

Faisant  cette  formule  égale  à. y,  et  différentiant,  on  a 

— X (a*  — X*)  *. 
ax 

Différentiant  cette  dernière  équation,  il  vient 

« 

enfin , par  une  troisième  différentiation  , on  a 

tPy — 3a*x 

</x^  “ v'Ca’  — x’)^‘ 
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II.  Trouver,  la  différentielle  du  ordre  de  la 
quantité  exponentielle  a-'. 

Représentant  par  la  Quantité  proposée  et  dilFéren- 

dy  * 

liant  une  première  fois , on  a ^ = a^la  ; une  seconde 
différentiation  donne  = a*  (^lay  -,  une  troisième 

d\ 

donne  =0*  (/a  ; enfla  généralement,  on  a 


d"v  d" . a^ 

III.  Trouver  la  différentielle  de  Perdre  n de  Ix. 

Faisant^  = /x,  ona^=^  |^éq.  (10)  , art.  11  3;, 
ddy  1 a d^y  

ri  -..a  JJ»  • dx^  «.3  * J — i * 


et  successivement 


dx 

a. 3 d*y  2. 3. 4 

’ dj?  X- 

d"y  d" . Ix a.3.4- • • . (n  — 1) 

dx'^’  dx"  x" 


dx* 


y-.  Enfin  généralement  on  aura 

...(36), 


le  signe  positif  lorsque  n est  un  nombre  impair,  le 
signe  négatif  si  n est  un  nombre  pair. 

IV.  Trouver  la  différentielle  du  n'*"‘  ordre  de 
sin  X. 

Soit  y — sin  X , d’où  dy  = cos  xdx , et  dilFéren- 
tiant  successivement,  il  vient  ddy  = — sin  xdx*, 
d^y  = — cos  xdx*,  d*y  — sin  xdx^,  cpy  = cos  xdx^  j 
enfin  généralement  * 


1 
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fl, 5,  9,13,17... J 
_y,6, 10, 14,18. . . ^ 
,7,11,15,19...  / 
,8,13,16,20. . . \ 


(37). 


V.  Trouver  la  différentielle  du  ordre^  de 

cos  X, 

t 

Faisant  y = cos  x , et  dilFérentiant  successivement 
cette  équation, onac^= — sin  xdx,ddy= — cosxdx^, 
tPy  — sin  xdx?,  d^y  — cos  xdx\  d^y  = — sin  xdx^,  et 
ainsi  de  suite , ou  trouvera  généralement 

!— sin  x\  f 1,5,  9,13,17. . . 

— cosjjf  lu, 6, 10, 14,18. . . 

sin  xi  " ^3, 7, 11,1 5, 19. . . 

cosjrl  f 4,^,  1^,  • 


Remarque.  Ayant  successivement  dilFérentie  plu- 
sieurs fois  tang  x , nous  n’avons  pas  trouvé  la  loi  qui 
règne  entre  ses  différentielles  successives  •,  et  les  mêmes 
difGcukés  devant  avoir  lieu  pour  la  cotangente  d’un  arc 
variable  , nous  ne  nous  en  sommes  pas  occupé.  Nous 
ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à calculer  les  différen- 
tieUes  successives  des  sécante  et  cosécante  d’un  arc 
variable  ; nous  laisserons  ce  soin  à nos  lecteurs , qui 
feront  bien  de  s’exercer  à ces  sortes  de  calculs.  Quant 
aux  différentielles  successives  de  sin-ver  x , il  est  évi- 
dent qu’elles  sont  les  mêmes  que  celles  de  eus  x 
[ équat.  (38)3  Prises  avec  un  signe  contraire  , puisque 
<i. sin-ver  x = — d. cos  x. 

38.  Substituantdanslaformule(i)répétéeàlÿ|irt.  35, 
les  valeurs  ^ des  quantités  respective* 
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f'x,  fx , fx. . . . (art.  35)  , et  à la  place  de  fx  met- 
tant le  symbole  y qui  représente  cette  fonction , on  aura 
la  formule 

y ou  f{x+ia:)=y-\-^àx+^^+^  ^4.etc...(39), 


connue  sous  le  nom  de  Théorème  de  Taylor,  parce 
que  c’estceGéomètfe  anglais  qui  l’a  donnée  le  premier. 
Cette  formule  est  de  la  plus  grande  utilité  pour  déve- 
lopper des  séries , opérer  des  transformations , interpo- 
ler des  tables  , ainsi  que  nous  allons  le  faire  voir  dans  les 
exemples  suivans , que  nous  avons  choisis  de  manière  à 
pouvoir  eux-mêmes  conduire  à des  résultats  utiles  dans 
différentes  parties  des  sciences  exactes. 

I.  Transformer  l’équation  générale 

Æ™  -f-  -f-  4*  -f-  etc  = o . . . (a)  , 

en  une  autre  sans  second  terme. 

On  sait  que  pour  opérer  une  telle  transformation, 

il  faut  substituer  dans  la  proposée  la  quantité  a;  — ^ 

à la  place  de  x , ainsi  que  l'enseigne  l’Algèbre;  nous 

aurons  donc  dans  ce  cas^ci  Ar  = — - ; ainsi  repré- 

m 

sentant  par_y  le  polynôme  (a)  , et  par  y'  ce  qu’il  de- 

A 

vient  lorsqu’on  y a substitué  x — — à la  place  de  x , 

on  aura  d’abord  par  les  différentiations  successives  de 
l’équation 

^=x^-}-Ax"“*-4-Bx““*-f'Cx"~^-l-Dx™~^'4-etc, , 
les  équations  différentielles  suivantes 
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mx"-*  + ( m — 1 ) Ax-"-»  + (m  — 2 ) B>-* 

dx 

+ (m  — 3)  etc. 

^=7n(m— 1 )x"-^+(m— i)  (zn— 2)  Ax""-» 
-f-(m — a)  (771^^3)  Bx'"“^+ etc. 

m (tji  — 1)  (m  — 2)  x™— * 

-f-(m  — 1)  (m  — 2)(m  — 3)  Ax"’^^  + etc. 

4^  = 7n  (m — 1)  (m — 2)(m — 3)x'"“^+etc. 
dx* 

Substituant  ces  valeurs  des  coefTiciens  dilTérentiels  , 
ainsi  que  celle  de  Ax  = — — dans  la  formule  (3g) , ou 
a , toutes  réductions  faites , 


y'  = x"  + ^B 


(m— 1 ) A? 


zm 


+ [c+ 


(m.  — a)A  /(  m — i)A' 


m 


(m  — 3)A  /(m — 1)  (m  — 2)  A* 


fp  - M /( 

L m V a . 4 • 7n* 


(m  — 2)  AB 


f C^^x"-+  + etc (4o), 


formule  que  l’on  pourrait  aisément  prolonger  , et  qui , 
telle  que  nous  la  donnons  ici  , est  très-commode  pour 
réduire  les  .équations  du  troisième  et  quatrième  degré 
qui  ont  leur  second  terme  , à l’état  où  elles  doivent  se 
trouver  alin  d’être  susceptibles  des  méthodes  ordinaires 
de  solutions.  En  effet,  8oit;n=:3  , ce  qui  réduit  l’équa- 
tion (a)  à celle 


x^  -f~  Ax’  -f-  Bx  -f-  C = O , 


I 


0 
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et  sa  transformée  (4o)  à celle 

x5+CB-;A*:o:  + C-iA(fA*-.B)=o, 

gui  est  identique  avec  celle  ii5  de  mon  jilgèbre 
(§i83). 

En  faisant  m = 4 > transformée  sans  second  terme 
de  l’équation  ^ 

+ Ax*  -f-  Bj:*  + Cx  + D = O 

sera  , toutes  réductions  faites , 


x++[B-f  A*]x*  + [C-iA(iA»-B)]x 
+ D— ïA(^A^-iAB  + C)  = o. 

II.  Soit  y =.lx  et  Ax  = di  a.  Les  différentiations 
successives  de  la  première  de  ces  deux  équations 
donnent  les  valeurs  des  coefliciens  différentiels  trouvés 
à l’article  37  ( appl.  III)  , et  substittiant  ces  valeurs, 
ainsi  que  celle  de  Ar  dans  la  formule  (3q) , on  aura 

y ou/(x±a)  = /x±|-^±g^-etc.. 


ce  qu’on  a déjà  trouvé  en -algèbre  en  mettant  dans  la  . 
formule  (70)  de  mon  Algèbre  , + ^ à la  place  de_y. 

III.  Soit  ^=sinx  et  Ax  —±a,  on  aura,  en 
substituant  cette  dernière  valeur  de  Ax  , ainsi  que  celles 

des  coelEciens  différentiels^,  <^tc.  ( équat.  du 

groupe  37  ) dans  la  formule  (39) , 


y ou  sin  ( X ±:  a)  = sin  X di  a cos  x 


a'  sin  X 


O*  cos  X , O*  cos  X . ^ 

+ „ X r ± etc... <40- 


a. 3 


a. 3. 4 
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On  trouvera  par  le  même  procédé  que 

cos  ( X d:  a ) = cos  x a sin  x — 


5g 


cosx 


. sin  X , a*  cos  X . 

±1 5-  4-  „ ^-r  ^ etc. . .(4a). 

a. 3 a. 3. 4 

6es  deux  dernières  formules  sont  très-utiles  pour 
interpoler  les  tables  des  sinus,  d’autant  que  a étant  pris 
plus  petit  qu’une  minute'de  degré  , on  pourra  se  con- 
tenter des  trois  premiers  termes  , et  on  aura  avec  une 
approximation  très-sullisante , t , 

sin  (x+û)  = sin  x ^^1  — — ^ -+-  a cot  x^ . . . (43) , 
cos  (x+a)  = cos  X ^^1  — — a tang  x^ . . . (44)- 

Si  l’on  fait  x=o ‘dans  les  formules  (4i)  et  ^4“)  » 
il  viendra 


a® 

sin  a — a „ ' I " ^ . r 

a. 3 a. 0.4.0 


• etc. 


et 


cûs  a = 1 


: etc. , 


a ^a.3.4' 

formules  déjà  connues  et  démontrées,  d’une  manière " 
très -simple  et  très  - rigoureuse , dans  les  Elémens 
de  Géometrig  de  Legendre , page  355 , quatrième 
Edition. 

IV.  Soit  ^ = arc  (sin  :^x),  d’où  x = sin  j'.  Dilfé- 
rentiant  successivement  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions , on  a les  équations  dilférentielle»; 

dy  _ 1 1 

dx  ~~  COSJ^  V^l  — XX  ’ 

X d^y  3x®-f- 1 


ddy 

dl^'' 


dx^ 


(r-x*)» 


, etc. 
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J 

Cela  posé  , faisant  Aa:  = d:  a , la  formule  (3g)  don- 
nera 


y'  ou  arc  [ïLn  = a:dr  a]  = arc  (sin  = x)d:- 


arx 


û^(ax+  i) 


(t-x»)* 


a(i — X*)*  a.3(i — X*)* 


etc. . . .(45). 


Cette  équation  sert  àtrouver  avec  telle  approximation 
qu'on  le  desire , l'arc  dont  le  sinus  est  donné.  On  peut 
même  avoir  une  très-grande  approximation  en  ne  pre- 
nant que  les  deux  premiers  termes  de  la  série  affectés 
de  a,  puisque  cette  dernière  quantité  est  plus  petite 
que  la  différence  de  deux  sinus  consécutifs  pris  dans 
les  Tables  , et^que  cette  différence  est  elle-même  fcJTt 
petite  lorsque  les  arcs  sont  sulHsamment  grands.  Ainsi, 
représentant  par  a.  l'arc  dont  le  sinus  x , pris  dans  les 
tables*  est  le  plus  voisin  possible  du  proposé  x ±a , on 
aura  avec  une  très-grande  approximation  l'arc  de- 
mandé , en  ajoutant  au  donné  dont  le  sinus  est  x , la 
quantité 

•I 

±:  ~ (a  cos  et  ± a tang  <t)  X G3“,66 1 977  (*) . . . (4S) . 


Si  l'on  fait  xr=o  dans  la  formule  (45),  et  si  l'on 
prend  les  signes  supérieurs  , on  aura 

. 3.3. 


arc  ( sin  =z  a)  =a  ■ 


a. 3 ~ a. 3. 4*5 


+ etc. , 


ce  qui  se  démontredans  tousles  livres  de  Trigonométrie. 


i. 


(*)  Ce  nombre  est  la  valeur  gradnelle  de  l’are  de  la  circonfe'rence 
du  cercle,  qui  est  sensiblement  égtd  en  longueur  absolue  au  rayon 
du  cercle.  _ 
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CHAPITRE  VI. 


Desâifféreniiclles  successives  des  fonctions 
de  plusieurs  variables. 

3g.  Soit  réquation  ^ = ay  , dans  laquelle  non* 
supposerons  d'abord  que  x varie  uniformément.  La 
dilTérentielle  du  premier  ordre  de  cette  équation  est 

d 

tiç  = xdy  -\-ydx  (art.  J > 

prenant  la  différentielle  de  cette  dernière  équation , on  a 

mais  à cause  que  ^ et  ^ ne  varient  pas  uniformément, 
et  que  cependant  ces  variables  varient  suivant  des  va- 
riations constantes  de  x,  nous  indiquerons  cette  cir- 
constance du  calcul , en  ne  différentiant  les  fractions 

dE  dy  . ' J'-  . J 

~ et  f-  que  par  rapport  a et  dy  , comme  si  ces 

différentielles  représentaient  des  variables  , et  que  dx 
ne"  représentât  qu’une  quantité  constante  ; on  aura  donc 

= zdy  -j-  ; ou  faisant  disparaître  les  déno- 
minateurs, on  aura  , . . ' ^ 

dd^  = adydx  -f-  xddy  (47) 

même  résultat  que  si  nous  avions  différentié  directe- 
ment l’équation  d' — xdy ydx , en  ne  considérant 
comme  variables  dans  cette  équation  qued^,x,  y 
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et.  dy , ce  qui  donne,  comme  précédemment, 

dd'  — dxdy  -f-  xddy  -|-  dydx  = zdxdy  + xddy. 


4o.  La  forme  de  l’équation  (4?) , ainsi  que  de  toutes 
celles  où  les  différentielles  des  variables  se  trouvent 
affecter  tous  les  termes , sans  avoir  pour  dénomina- 
teur des  différentielles  du  même 'ordre  ou  du  même 
degré  (*) , ne  présente  qu’une  égalité  insignifiante  j 
car  que  signifient  les  équations  dy~ffxdx  , ddy  — 
— ■j^-rrl'r  J et  autres  équations  semblables , lorsque  dy 
et  dx  ne  représentent  respectivement  que  ày  et  &x  , 
s’évanouissant  spontanément  par  la  supposition  de 
Ax  = O ? Ces  équations  présentent  la  même  idée  vagué 
que  celles  û* — ü?—o.a  (a — a) , ou  o=  aa.o -,  au  lieu 
que  dégageant  dans  les  équations  différentielles  les 
coefficiens  significatifs  fx,fx...  des  différentielles 
qui  les.  multiplient , par  vole  de  division  indiquée  , ces 

®y  xf  i»  ’ 

équations  qui  deviennent  alors  = / x , ^ x... 

présentent  à l’esprit  une  idée  nette  et  rigoureusement 
vraie  ; c’est  - â - dire  , le  quotient  de  deux  quantités 
qui  ont  été  en  même  temps  absorbées  par  l’évanouisse- 
ment d’un  facteur  commun;  dé  même  que  l’équation 
insignifiante  o*  = aa(a — a)  ou  o =aa.o,- pré- 

sente une  vérité  rigoureuse  lorsqu’on  la  ruet  sous  la 


( ^ ) Il  est  essentiel  dedistingner  l'ordre  d’une  difFerenticlle  d’avec 
le  degré'  de  la  diïFe'rentieHe  ; car  la  première  de*  ccs-dcni  choses 
indique  la  quantitc  de  différentiations  .successives  qu  éprouve  une 
variatde , et  la  seconde  indique  seulement  la  puissance  de  la  diflFfâ 
rcntiellc.  Ainsi  , est,  une  différentielle  de  1 ordre  « , et  dy’'  est 
la  puissance  de  la  différentielle  du  premier  ordre  Jy  j elle 

pourrait  s’tScrirc  sous  la  forme  ((i/ I 

Tious  regarderons  comme  homogeiws  deux  différentielles  qn^i 
s’équivaudront  ]iâr  leurs  ortlrcs  ou  par  leurs  degrés  ; telles  sont 
les  difi'crentlelles  d'y  et  dx'  j d'—fydxf  et  d^~fxdy^.  - 


I 
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c*  — 


ou 


exprime  dans 


forme  = act  ou  f = aa  -,  car 

a — a « 

(a  + a)  g(i— i)  O _ (»  +«)  a 

« a(i  — 1)  \ ° a 

ce  cas-ci  , le  rapport  des  deux  quantités  a (a-f-a) 

et  a , lesquelles,  sous  leurs  premières  formes  , étaient 

absorbées  en  même  temps  par  le  facteur  commun  i — i . 

Ainsi  nous  devrions  , pour  ne  jamais  mettre  sous  les 
yeux  du  lecteur  que  des  équations  signifiantes  , placer 
comme  diviseur  d’une  différentielle  d’un  ordre  ou  degré 
quelconque , une  autre  différentielle  équivalente  , soit 
par  l’ordre  , soit  par  le  degré  ; ce  qui  peut  toujours 
*e  faire  en  divisant  par  les  différentielles  qui  affectent 
certains  termes  significatifs , ou  en  divisant  tous  les 
termes  de  l’équation  par  une  même  différentielle  con- 
venable , ce  à quoi  l’on  serait  obligé  dans  certains  cas. 

Par  exemple  , l’équation  — ady  -f-  trouvée 

dans  l’article  précédent , devrait  être  divisée  par  dx , 

ce  qui  donnerait  l’équation^^  -f-  ~3^  ’ 

laquelle  chaque  fraction  différentielle  représente  un 
rapport  significatif.  Mais  il  n’aurait  pas  fallu  tîiviser 
l’équation  mentionnée  précédemment  par  dy,  car  cette 

division  aurait  donné  = s -f-  qui  renferme 
dxdy  dydx 

dans  chaque  terme  différentiel  des  dénominateurs  pro- 
duits dé  deux  différentielles. 

Ainsi , nous  le  répétons , les  équations  différentielles 
ne  devraient  jamais  se  présenter  qu’avec  des  coefüciens 
différentiels  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  se- 
raient homogènes.  Mais  à cause , i°  que  les  calculs  que 
l’on  opérerait  sur  ces  équations,  mèneraient  exacte- 
ment aux  mêmes  résultats  qu’en  opérant  après  avoir 
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chassé  les  dénominateurs;  2“  que  sous  cette  dernière^ 
forme  des  éqi^tionsdifTérentielles  , les  calculs  sont  pins 
simples;  3“  et  qu’enfin  on  pourra  toujours  ramener, lors- 
qu'on le  voudra,  les  équations  résultantes  aux  formes  coiÿ 
Tenables  pour  quelles  ne  présentent  que  des  rapports  de 
quantités  signidcatives  variables  ou  constantes,  nous 
prévenons  qu’à  l’avenir  nous  ne  considérerons  presque 
toujours  dans  les  différentiations  successives,  les  équa- 
tions différentielles , que  sous  la  forme  où  ne  se  trouvent 
plus  de  dénominateurs  différentiels,  et  que  suivant  que 
telle  variable  variera  uniformément , ou  par  des  chan- 
geraens  qui  varieront  eux-mêmes , nous  la  considérerons 
comme  constante  ou  variable.  Ainsi  nous  dirons  , sanf 
autre  préambule  , que  dx  est  variable',  si  fx  varie  sui- 
vant des  accroissemens  ou  diminutions  de  x qui  ne  sont 
pas  uniformes  , ce  qui  arrivera  si  x esj;  fonction  d’une 
variable  a.  De  même  , y représentant , par  exemple  , 
une  fonction  de  x , nous  dirons  que  les  différentielles 
dy,  dy , d^y.  ■ . sont  variables,  tant  qu'il  se  trouvera 
dans  les  valeurs  de  ces  différentielles  des  termes  af- 
fectés de  la  variable  x.  Mais  si  l’on  parvient  par  des 
différentiations  successives  à une  valeur  de  d"'y  toute 
constaijtè , alors  nous  dirons  que  cette  différentielle  de 
l’ordre  m est  constante. 

Ces  manières  de  s’exprimer  qui  ne  présenteraient 
aucun  sens  significatif,  si  nous  n’avions  déjà  exposé  les 
principes  rigoureux  .sur  lesquels  pose  le  calcul  différen- 
tiel, ne  peuvent  induire  à erreur  d’après  les  conven- 
tions précédentes , tendantes  à simplifier  le  discours  et 
le  calcul,  conventions  qui,  au  reste,  sont  semblables  à 
celle  que  l’on'admet  dans  l’une  des  branches  des  plus 
importantes  de  l’Arithmétique.  En  effet , on  est  con- 
venu de  dire  que  les  logarithmes  des  fractions  décimales, 
telles  que  o,i  ; 0,01  ; 0,001 ....  dans  le  système  lo- 
- r ..L,  garithmique 
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» 

g'ariilimique  qui  a pour  base  lo, «sont  respectivement 

g,  8,  7 , quoique  ces  derniers  nombres 

soient  réellement  les  logarithmes  des  nombres  respectifs 


looooooooo,  loooooooo  , looooooo et  que  les 

vrais  logarithmes  des  fractions  décimales  o,i  ; o,oi  -, 
0,001 ....  soient  respectivement  — i , — a,  — 3. . . . 


Mais  pour  .simplifier  le  discours  et  les  calculs  numé- 
riques en  évitant  les  logarithmes  négatifs  , on  est  con- 
venu d’ajouter  lo  à la  caractéristique  des  logarithmes 
de  toutes  les  fractions  décimales  comprises  entre  o,i 
et  0,0000000001  j ao  à la  caractéristique  de  toutes 
les  fractions  décimales  comprises  entre  cette  dernière 
et  celle  o,ooooûooüOooooqpooooi  , et  ainsi  de  suite. 
D’après  cette  convention , la  manière  d'exprimer  1rs 
logarithmes  des  fractions  décimales  avec  des  signes 
positifs  , ne  peut  induire  à erreur,  parce  qu’on  rétablit 
en  réalité  , ou  mentalement  , les  résultats  dans  leur 
véritable  état  , en  retranchant  de  la  caractéristique  au- 
tant de  dizaines  que  l’on  a ajouté  de  logarithmes  de  frac- 
tions décimales  comprises  entre  o,i  et  0,0000000001. 
De  même  que  dans  nos  conventions  actuelles  relative- 
ment au  calcul  différentiel , étant  parvenu  à l'équation 
différentielle  dd'  = ^ydx-\-xddy  £ éq.  (47) , art.  SoJ, 
nous  pourrions  la  rétablir  sous  la  forme  où  elle  ne  pré- 
sente qu’un  résultat  significatif  et  rigoureux,  en  la  di- 
visant par  dx*. 

Bien  souvent , comme  nous  l’avons  dit  précédem- 
ment , nous  n'opérerons  pas  ce  changement  de  forme  , 
et  il  nous  suffira  de  savoir  que  nous  pouvons  l’effectuer 
lorsque  tous  les  termes  de  l’équation  seront  affectés  de 
différentielles  équivalente?  par  l’ordre  ou  le  degré. 

Ces  conventions  étant  toujours  bien  présentes  à 
l’esprit  de  nos  lecteurs , nous  allons  continuer  nos  re- 
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cherches  dans  le  caloul  différentiel  avec  beaucoup  plus 
' de  facilité,  et  nous  dédommager  amplement  de  la  di- 
gression un  peu  longue , mais  nécessaire  qui  nous  a oc- 
cupé dans  cet  article. 

4t.  Les  problèmes  indéterminés  dans  lesquels  il 
n’entre  que  deux  variables,  tels  que  ceux  de  géométrie 
da  as  la  considération  des  lignes  planes,  peuvent  toujours 
s’expri  m er  analytiquement  par  une  équation  f (x,y)-=o, 
dans  laquelle  prenant  l’une  des  deux  variables  , par 
exemple  celle  x arbitraire , c’est-à-dire  avec  des  va- 
leurs successives  prises  à volonté , mais  que  pour  pins  de 
simplicité  on  fait  varier  uniformément , l’autre  variable 
_y  sera  fonction  de  l'arbitrJire  x,  et,  en  exceptant  le 
cas  où  la  proposée^ (x  ,^  ) =o  est  du  premier  degré, 
cette  variable^  ne  variera  pas  uniformément.  Ainsi  dans 
les  différentiations  successives  dey  ( x ,_y)  , il  faudra 
‘ considérer  la  différentielle  dx  de  la  variable  uniforme  a: 
comme  constante,  et  ne  prendre  les  dilFérentielles  d’ua 
ordre  supérieur  que  de  la  variable  _y. 

Mais  dans  les  problèmes  où  il  entre  plus  de  deux  va- 
riables , on  peut  avoir  une  équation  mêlée  entre  des 
variables  qui  toutes  croissent  on  décroissent  suivant 
des  variations  qui  ne  sont  pas  uniformes.  Par  exemple  , 
lorsqu’on  considère  les  lignes  à double  courbure  jpar 
leurs  projections  sur  les  deux  plans  coordonnés  des 
yz  et  xz,  en  prenant  z pour  variable  arbitraire  que 
l’on  fait  croître  uniformément , alors  les  équations  de 
projectionsy'  (j' , s)  = o et  y'  (x , z ) = o rentrent 
dans  le  cas  précédent  j mais  si  l’on  considère  l’équation 
y(x,  y ) xr  O de  la  projection  de  la  ligne  à doubla 
courbure  sur  le  plan  des  xÿ  , alors  ces  deux  variables 
étant  chacune  fonction  de  la  variable  arbitraire  et  uni- 
l.nme  z,  uc  varietont  pas  uniformément,  et  il  faudra 
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dans  les  düTercmiations  successives  ,de.  la  fonction 
mêlée  de  ces  variables,  considérer  les  dilférentiBllesc^, 
dx  comme  variables. 

De  même , si  l’équation  d’une  surface  entre  les  trois 
variables  a: , , z(Ia  dernière  étant  toujours  consi- 

dérée comme  l’arbitraire  ) se  présente  sous  la  forme 
y ~f  (x,  z)  , alors  dans  les  difTérentiations  succes- 
sives, celles  àef'{x,  z)  rentrent  dans  le  premier  cas 
que  nous  avons  traité.  Mais  si  l’équation  proposée  se 
présente  sous  la  forme  z=f  (x,y) , d’où  d*f  (x,^’)  =0, 
alors  dans  les  différentiations  successives  , il  faudra  con- 
sidérer dy  et  dx  comme  des  variables.  Il  en  serait  de 
même  si  l’équation  de  la  surface  se  présentait  sous 
la  forme  d’une  fonction  nulle  des  trois  Variables  mêlées, 
telle  que  celle  ç (a:,  z)  =c  o ; alors  dans  les  diffé- 
rentiations nécessaires,  on  considérerait  dz  comme 
constante  et  dy^^x  comme  variables. 

Ces  raisonnemens  s’étendent , quel  que  soit  le  nombre 
de  variables  qui  entrentdansles  problèmes  indéterminés, 
lesquels  ne  peuvent  plus  appartenir  à la  Géométrie  lors- 
qu’il y a plus  de  trois  variables,  mais  appartiennent  à 
l’Analyse  indéterminée  algébrique.  . • 

42.  Puisque  dans  les  problèmes  indéterminés  entre 

un  nombre  quelconque  de  Variables  s',  t,  u z j' 

il  y en  a toujours  une  arbitraire  que  l’on  fait  varier 
uniformément , il  s’ensuit  que  dans  les-différentiations 
successives  des  fonctions  entre  ces  variables,  il  peut  ar- 
river que  certain.»  ordres  de  différentielles  de  quelques- 
unes  des  variables  soient  constantes,  lorsque  les  autres 
sont  encore  variables , et  peuvent  même  l’ètre  indéfini- 
ment ; car  si  l’équation  de  relation  entre  la  variable 
arbitraire  et  l’une  des  autres  variables  est  de  la  forme 
de  celle  (a)  meutionnée  à l’article  36  , sa  différentielle 
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de  l’ordre  marqué  par  le  plus  haut  exposant  delà  va- 
riable arbitraire  sera  constante^  et  par  conséquent  dans 
les  dilTérentielles  ultérieures  à cet  ordre  de  différen- 
tielles , ces  dernières  n’entreront  plus  que  comme  des 
facteurs  constans.  Par  exemple  , soient  entre  les  trois 
variables  x,y  ,z\es  équations  x—az*‘j^bz’‘-^cz-i-e, 

y ■=—  èt  f {x  ,y)  ■=  O , z étant  toujours  considérée 

comme  la  yariable  arbitraire  que  l’on  fait  varier  uni- 
formément. Il  est  clair  que  dans  les  différentiations 
successives  de  la  dernière  de  ces  équations,  dx  va- 
riera jusqu’à  la  différentielle  du  troisième  ordre  de 
f(_x,y)-,  mais  passé  cet  ordre  , d^x  étant  constante  , 
n’entrera  plus  que  comme  facteur  des  différentielles 
de  tous  les  ordres  de  dy  , lesquelles  peuvent  se  pour- 
suivre indéfiniment  ( art.  37  ). 

Si  l’équation  entre  et  z avait  ét^|y  = gz®  -|-  hz* 
-4-  iz>^  kz^  Iz  m , alors  la  différentielle  du  cin- 
quième ordre  de  y (,x , y aurait  été  constante  , et  il 
n’y  aurait  eu  que  deux  différentiations  , dans  lesquelles 
serait  entrée,  comme  simple, facteur  constant. 

Cela  posé  , passons  aux  différentiations  successives 
des  fonctions  de  plusieurs  variables , parmi  lesquelles 
ne  se  trouve  pas  l’arbitraire  que  l’on  fait  varier  uni- 
formément. 

43.  Lorsqu’on  sait  trouver  la  diîférentielle  première 
d’une  fonction  de  plusieurs  variables  , on  peut  avec  la 
même  facilité  trouver  la  différentielle  d'un  ordre  quel- 
conque de  cette  fonction  , car  il  ne  s’agit  pour  cela 
que  de  regarder  chaque  différentielle  de  la  formule  que- 
l’on  différentie  comme  une  variable,  et  lorsque  parmt 
les  variables  primitives,  il  y e?i  a dont  un  certain  ordre 
d«  différentielle  est  consrant , li  faut  considérer  dans 
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lei  difFtrentiations  ultérieures,  ces  difTérentiellercorame 
des  quantités  constantes.  Par  exeniplf  , soit  l’équation 

^ — xy  — t.  a (a)  ; 

différentiant  une  première  fois , on  a 

= xdy  4-  ydx  — dz (i)  , 

et  considérant  dans  cette  dernière  équation  d',x,dy, 
y , dx  et  dz  comme  autant  de  variables,  on  aura,. par 
a différentiation  de  l’équation  (è)  qui  est  une  seconde 
différentiation  de  l’équation  primitive  (a)  , 

dd'  = zdxdy  + ■^ddy  y ddx  — ddz. . . .(c). 

Si  nous  voulions  avoir  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  l’équation  (a) , nous  considérerions  encore 
dans  l’équation  (c)  dd^  , dx,  dy  , x , ddy , y , ddx  et 
ddz  comme  autant  de  variables , et  différencierions  en 
conséquence  l’équatien  (c).  Mais  si  quelqu’une  des  dif- 
férentielles du  second  ordre  , i>ar  exemple , celle  ddz 
était  constante  d’après  la  nature  de  la  question  qui 
aurait  donné  lieu  à ces  différentiations  successives , 
alors  nous  ne  différentierions  plus  que  par  rapport  aux 
sept  premières  des  huit  quantités  précédentes. 

44.  Quoique  ce  calcul  tienne  à une  uniformité  qui 
le  rend  fort  aisé  ; cependant  lorsque  l’ordre  de  diffé- 
rentiation est  un  peu  grand , le  calcul  devient  d’un* 
longueur  fatigante  ; mais  heureusement  qu’on  a reconnu 
la  loi  qui  règne  entre  les  termes  de  la  différentielle  d un 
ordre  quelconque  du  produit  de  deux  variables  , ce  qui 
est  dans  le  calcul  différentiel  une  découverte  fort  utile 
et  analogue  à celle  de  la  formule  du  développement  de 
la  puissance  d’un  binôme  en  Algèbre.  Nous  allons  faire 
connaître  cette  loi. 
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vSoit  le  produit  XY  de  deux  variables  qui  étant  suc- 
cessivement dilTérentié  une  , deux  et  trois  fois,  donna 
respectivement 

d.XY  = XdY  -j-YdX, 

d\  XY  = Xct^Y  + zdYdX  -f  Yd^X, 

(P.XY  = Xd^Y  + 5d^YdX  + 5dYd^X  + YæX. 

Nous  voyons  que  dans  ce  peu  de  cas  particuliers  que 
nous  avons  examinés,  la  loi  des  ordres  des  dilFéren- 
tielles  est  la  même  que  celle  des  exposans  dans  le 
développement  du  binôme.  Quant  aux  coelîiciens  nu- 
mériques , ils  sont  les  mêmes  que  ceux  du  dévelop- 
pement du  binôme.  Or,  je  disque  si  cette  conformité 
a lieu  pour  une  différentielle  de  l’ordre  n du  produit 
des  deux  variables  , elle  aura  aussi  liëu  pour  la  diffé- 
rentielle de  l’ordre  ra  i du  même  produit , et  par 
conséquent  pour  un  ordre  quelconque  de  différentielle 
de  ce  produit- fin  effet  j soit 

. XY  = Xd'-Y  + nd-'-'YdX  + d'—Yd^X 

n(n— l)(n^^ . .+  Yd"X. . . (48). 
~ a. 3 

En  différentiant  cette  dernière  équation,  on  a 


d"-*-' . XY=Xd'"^‘Y-f-i  1 d"Yr(X-f-  n )d’'-'Yd‘X 


-fnj 


+ 


n(n— O ) d’'-‘YdX. . . 4-Y'd"+'X.'- 

^ y 

n(n—0  («—?■)( 

^ U ,0  î ■ ^ 


Diqiti^cd  by  Googic 
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Maisn-| > 2 ~ 2. 5 

(n+0”("  0 ^ e<-  enfin  généralement  le  coelTi- 

, ,,  n fn  — i)-  (n  — 

cientde  d'-'”+-''iti'’Xest  ,.a...(j3— i) 

nfn-i)  ...Cn-p+3)(n-pH- O 

1.2.... (O— OP  ‘-2 (p-Op 

Donc  le  terme  général  de  la  valeur  de  «i  .XY  e.t 

la  (|uantité« 

O n (n  — \ n — P + f^')%-.p+,Y,lPX  , 
1.» (p  — 1 )P 

parfaitement  conforme  au  terme  général  du  dévelop- 
pement de  (Y  + X)"^‘,  en  y mettant  re.pectj^ve- 
ment  Y""'’"*"'  et  X’’  à la  place  de  d"  '''^‘Y  et  (/'’X. 


Donc  , généralement,  la  formule  (48)  a lieu  (juelle 
que  soit  la  valeur  entière  et  positive  de  l’ordre  n de 
différentiation  (^) 

Pour  faire  une  application  de  cette  formule  (48)  . 
proposons-nous  de  trouver  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  la  formule  — y“- 


Faisant  X = x-fy'  et  Y = x- V,  on  aura 

JS  = (x-f-j)  (,x-—y)  -\-'^d (x-f-y)  d^  (x— y) 

-1-  (x  -|-y)  ré  ( X — y)  -|-  (x  y)  ré''  (x  -}-y  ) 
=2xré>x  + 6ré*xréx  — zycPy  — 


'*)  Dans  le  Jevclopnifmcnt  dn  binôme  , on  ebnsidire  l'exjiosanl  ;» 
d’one  valeur  quelconqiic  ; mSis  il  est  clair  que  pour  développer  le» 
difFéienliellcssuccessives d'une  fonction  variable  jusqu'il  mi-ccrla.n 
ordre  , l’indice  de  cet  ordre  ne  lient  être  qu’un  nombre  entier  Cl 
positif. 


72  CALCüLS  DIFFÉRENTIEL 

45.  Si  la  fonction  variable  dont  on  vent  avoir  la 

différentielle  de  l’ordre  n se  compose  d’un  nombre 
m}>a  de  facteurs  variables;  on  fera  X égal  à un  de 
ces  facteurs , et  F égal  au  produit  des  rn — 1 autres 
facteurs.  Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  C48), 
on  aura  une  première  différentielle  de  l’ordre  n,  mais 
affectée  des  différentielles  de  tous  les  ordres  entre  1 et 
i:  inclusivement  du  produit  des  m — 1 facteurs  repré- 
senté par  V ; et  l’on  se^servira  toujours  de  la  formule  (48) 
pour  différentigr  ce  produit  en  faisant  X égal  à l’un 
des  m — 1 facteurs,  et  F égal  aux  m — # autres Tac- 
teurs.  On  co#tinuera  toujours  de  même  jusqu’à  ce  que 
F ne  représente  plus  qu’un  seul  facteu^^de  la  fonction 
proposée.  Par  exemple  , soit  demandé  la  différentielle 
du  troisième  ordre  de  — yz  qui  est  le  produit 

des  trois  facteurs  x—y  et  z.  Nous  ferons 

d’abord  X=z  et  F=x*— et  substituant  ces  va- 
leurs dans  la  formule  (48) , nous  aurons 

d ( — yz)  = zcP  (x*  —y')  -f  Sff  (x"  --y^^dz. 

+3d(x“— y)d»a-f-(x»— . 

Mais  la  même  formule  (48)  nous  a donné  dans  l’article 
précédent  la  valeur  de  tf  *(x* — elle  nous  donnera 
encore 

z=2(xd‘x-ydy-i-dx^—dy^-)  et  c?(x"— ^“)=2(.irfx— jrr/jO  ; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  la  première  expres- 
sion de  fi*.  (zx“ — ;yf‘)  il  viendra,  toutes  réduclions 
faites  , 

cP(zx* — ^'‘)=(x^ — y’‘)d^z-f-6(xdxd‘z — ydyd‘z-\-xê‘xdz 
-~ydydz-\-dx^dz-~d^ydz-^zd’^xdx-zdydy)-\-2z{y<Py-\-x^x'}. 

46.  D’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  est  ahé 


r • 
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de  voir  que  si  l’on  veut  avoir  la  diiTécentielle  de  l’ordre 
n d’une  variable  x élevée  à la  puissance  entière  et  positive 
m,  il  faudra  d’abord  faire  X=x  et  Y=x"~' , et 
ayant  substitué  ces  valeurs  dans  la  formule  (48)  , faife 
encore  T et  Vrxzx^'^en  se  servant  toujours  de  la 
même  formule  (48) , et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  qu’on 
parvienne  à V—x. 

47.  Mais  si  la  puissance  m de  x est  un  nombre  pair , 
on  pourra  encore  simpblier  le  développement  de 
la  diC^rentielle  du  ordre  de  x”.  En  effet , 

m m 

d".x"*=rf“.  (x*.  x^)  : or , puisque  X et  F sont  placés 

symétriquement  dans  la  formule  (48) , il  en  résulte 

que  X étant  = V,  on  aura,  si  n est  un  nombre  impair,  les 

n i , • ' , 

• premiers  termes  de  la  suite  (48)  qui  seront  égaux 


aux 


n+i 


derniers  termes  ; ainsi  le  calcul  se  réduira  à 


ces  — termes  que  l’on  doublera  pour  avoir  la  dilfé- 
renlielle  totale.  • 

Silj^  était  un  nombre ‘pair,  alors  celui  des  termes 
du  développement  de  la  différentielle  du  ordre 

étant  impair , il  aurait  f ^ ) terme  qui  serait 

unique  dans  son  espèce,  et  par  conséquent  il  faudrait 

calculer  les  1 premiers  termes,  et  à cause  que  les 

- derniers  termes  seraient  égaux  aux  ^ premiers  , il 
n’y  aurait  qu’à  doubler  ceux-ci. 

Exemple.  Trouver  la  différentielle  du  troisième 
ordre  de  x^.  • 

Nous  avons  cP.xl=<r(x*.x*).  Cette  première  dilfé- 


F 
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rentiatioa  devant  nou»  donnçr  quatre  termes , nous  ne 
calculerons  que  les  deux  premiers  par  le  moyen  delà' 
formule  (48),  et  nous  les  doublerons,  ce  qui  nous 
donnera  d’abord  . . (a). 

La  dilFérentiélle  du  troisième  ordre  de  x*  oux.xne  se 
composera  que  des  deux  premiers  termes  doublés  que 
donne  la  formule  (48),  et  nous  aurons  <i*x*  = ax<Px 
-f-  G<fxff'x...(i).  Nous  avons  de  plusd.x*=ax<ix...(c). 
Quant  à la  dilTérentielle  seconde  de  x“,  l’ordre  dedüTé- 
rentiation  étant  pair  et  se  composant  de  trois  termes  ; 
il  faut  calculer  les  deux  premiers  par  le  moyél^dela 
formule  (48)  , et  doubler  le  premier,  ce  qui  nous  don» 

nera  d^.x^—d^  (■x.x)  = axd”x-|- odx* -(d). 

Formant  le  produit  des  équations  (c)  et  (d)  , on  a 
d.x*<£“x*  = ^x^dxd^x  -f-  /^xdj?. . . . j(e).  Enfin  subtti- 
tuant  ces  valeurs  (c)  et  (i)  dans  l’équation  (a) , et 
réduisant , il  vient 

d?.x^=z  ^^d?x  -f-  Z^x'dxd'x  -f-  z^xdx^ , 

« 

qui  est  la  différentielle  demandée. 

48.  La  formule  (48)  cesse  d’être  aussi  avantaÿuse  , 
1°  lorsque  quelqu’une  des  variables  de  la  quantité  dont 
on  veut  prendre  la  différentielle  de  l’ordre  n , n’est 
pas  élevée  à une  puissance  entière  et  positive  ; 2®  lors- 
que dans  la  quantité  que  l’on  différentie  successive- 
ment, il  entre  des  transcendantes  variables  : cependant 
dans  ces  mêmes  cas  on  peut , par  le  moyen  de  la  for- 
mule (48)  , présenter  le  tableau  général  des  opéra- 
tions que  l’on  a à faire,  d’une  manière  qui  simplifie 
le  calcul.  Par  exemple  , soit  proposé  de  trouver  ladiffé- 
rentielle  del’ordre  n de  la  fonction  transcendante  IjilY. 

c/X 

.Nous  observerons  que  t 

A • ^ * 


à 


• ' 
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et  que  de  même  d-lY^d"-'  i do“C  formule  (48) 


Il  n’y  aura  donc  qu’à  effectuer  les  différentiations  suc- 
cessives de  dK.X-'  depuis  le  premier  ordre  jusqu’à 
celui  n — 1 , ce  qui  donnera  les  résultats  analogues 
pour  dY.Y-',  et  ensuite  à substituer  ces  valeurs  dans 
la  formule  (4.q)- 

4g.  Mais  quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  se 
présente  une  équation  entre  deux  variables , on  pourra 
simplifier  le  calcul  en  réduisant  chaque  différentia- 
tion successive  à celle  d’une  première  différentiation. 
Eu  effet , soit 


une  équation  mêlée  entre  les  deux  variables  x et  ; 
d’où  * 


d^F  (x,_y)=f-(x,y')  dx-, 
dfF  ix,y)=pix,y)dy,...{b)  [art.  ab]. 


Or,  dF  Cx,y')=/*(x,y')  dx+/J'(x,j) 


donnera 


F ^x,  y ) = O (a) 


Faisons  de  plus 


donc 


dy 

J' 
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Cela  posé,  développant  les  valeurs  de  (f 0 , (^,) 

en  fonctions  des  düTérentielles  de  tous  les  ordres  des 
variables  x et  on  aura  la  suite  d’ équations 


U>)  = 
(?>.)= 


dy  — /*(^.y) 

ddy  (Mx 
dx^  dx'  dx*  * 


. , dy  „d^x  dy  , 3dy ^d‘x\* 

dxdx<  dx-  'cLc^'^  dxKd^J’  y&i). 


/.  dj^  d*x  „d*x  dy  dy  d*x  cPx 

tPx  dy  /d‘x\“dy  dy  /d*yV 

-‘i2?  î?+- W 


etc. 


Donc  dilTéréntiant  l’équation  (a)  , divisant  par  dx  à 
chaque  düTérentiation , et  substituant  successivement 
(.¥)  I (?i)  > (?a)  • ■ . - à la  place  des  quantités  respectives 

dy  d((p)  d($,)  ...  , , 

•. . on  r^aura  jamais  que  des  équa- 
tions variables  sans  différentielles  à différentier  , ce 
qui  diminuera  beaucoup  le  calcul , puisque  chaque 
fonction  différentielle  de  plusieurs  termes  sera  rem- 
placée par  un  seul  symbole  de  variable.  Mais  lorsqu’on 
sera  parvenu  à la  n'*"’'  différentiation  , si  n est  l’ordre 
de  différentielle  que  l’on  veut  obtenir  , on  multipliera 
toute  l’équation  par  dx",  on  substituera  à (ÿ)  sa  valeur 
en  fonction  des  deux  variables  Qéquat.  (d)]  , et  on 
mettra  à la  place  de  (i,)  , (^,) ...  .les  valeurs  respec- 
tives de  ces  quantités  prises  dans  le  groupe  d’équa- 
tions (5i)  , ce  qui  donnera  la  différentielle  complète 
de  l’ordre  n de  l’équation  proposée. 
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Exemple.  Trouver  la  différentielle  complète  du 
troisième  ordre  de  l’équation 

Zy'  — a (e). 

DifTérentiant  une  première  fois , et  divisant  par  dx , 

oa  a 6v^  — — ~ = o,  ou  mettant  à la  place  d» 
dx  2{/x  ’ ^ 

le  sjmbole  (f)  qui  représente  cette  fraction  diffé- 
rentielle , il  vient  Gy  (?)  — =0.  DifTérentiant 

cette  dernière  équation  , et  divisant  par  dx , on  a 


dx 


f G (?)  ^ H — ^ = O,  ou  mettant  à la  place  de 


4x- 


^^et^leurs  symboles  respectifs  (^,)  et  (?)  , il  vient 

fy  ~h  ^ (<py  ~t — ^ — DifTérentiant  une  troi- 
4x» 

sième  fois  et  divisant  par  dr: , on  a Gy 
+ la  (?)  g • "T  — ° » mettant  à la  place 

^ leurs  symboles  respectifs  (?a),^ 

elx  CIX  dx 

3 1 

(?)  et  (?,)  , il  vient  Gy  (?,)  + 18  (?.)  (?)  — o. 

Enfin  , mettant  dans  cette  dernière  équation  les  va- 
leurs de  (?a),  (?i)  ([groupe  d’équat.  (5i)3  et  celle  de 

= m.  ensuite 

multipliant  la  résultante  par  dx^ , on  aura  l’équation 
différentielle  du  troisième  ordre  || 


l^itiîad^^jÇrtcyjfe 
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— 

^ lidyddy 


ePx 


. — i8y 
zyx 

Zdyddv. 

myyx 


dyd^x 

dv 

3^/x’ 

T 

8x“ 


5 (d\iy 
2 y xdx 

O. •••(/) 


5o.  Cependant  nous  deyons  avouer  que  cette  der- 
nière manière  de  prendre  la  différentielle  d’un  ordre 
élevé  d’une  équation  variable  , donne  un  résultat  plus 
compliqué  que  la  méthode  directe , ce  qui  provient 
de  la  forme  des  quantités  (çi,)  , ....  qui  se  com- 

posent de  fractions  ayant  au  dénominateur  une  différen- 
tielle élevée  à la  puissance  marquée  par  l’ordre  de 
la  différentielle  du  numérateur  , d’où  il  suit  que  leurs 
différentiations  successives  qui  servent  à passer  de 

(p.)  à , de  (ipa)  à (^13) donnent  des  résultats 

plus  compliqués  que  les  différentiations  successives  qui 
s’effectuent  sur  des  quantités  qui  li’bnt  de  diffécenfielles 
qu’au  numérateur.  Par  exemple  , l’équation  (e)  de 
l’article  précédent  étant  différentiée  directement  trois 
fois  de  suite , donne  l’équation  différentielle  du  troi- 
sième ordre 


„ „ . O J 1 1 . 3 dxddx 

%eydy+xUyddy—^^  +- -j-  - 


-^=o...<a). 


8 


aÿ* 


qui  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  (/”)  trouvé^ 
dans  l'article  précédent.  Cependant  il  est  aisé  de  prou- 
ver que  les  deux  résultats  ( f)  .|^  art.  4.9  3 et  (<*),  de  cet 
article  sont  identiques.  En  effet,  si  de  la  seconde  de 
ces  deux  équations  q|||g|tranche  la  première  , il  viendra 


W 


Z dxddx  J 5 ^ Zdyddx  _ 


, dx 


u.^xdx 


:.or 
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. Zddx 

Divisant  par  -g~  > ® 
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1 tir*  , „ J, 
^.  + 6yd>y. 

^ X* 


ddx  . dydx 

• — r — — O. 

ai/x  ’^yV^ 


Or  , la  dilFérentielIe  du  second  ordre  de  1 équation  (e) 

[art.  4g]  est  + Gj-titi^  4-  Gti/,  et  retran- 

4x“'  •' 

chant  cette  dernière  équation  de  la  précédente , on  a 


dydx 

!^yV 


— Gtiy*  = O , ou 


tir 


ay/r 


= Gyy, 


qui  est  l’équation  différentielle  du  premier  ordre  de 
la  proposée  (c)  [art.  4.93' 

5i.  Si  voulant  avoir  la  différentielle  de  1 ordre  tu 
d’une  fonction  variable  de  x et  , la  diIFérentielle,de  * 
l’ordre  n m de  l’une  des  deux  variables  était  cons- 
tante (art.  4^),  on  diffé^entierait  de  même  qu’il  a 
été  enseigné  à l’article  49>  substituerait  à (^,)  , 

(^a)T. . . .les  valeurs  différentielles  qu’elles  ont  dans  le 
groupe  (5i)  , mais  réduites  convenablement  par  1 éva- 
nouissement des  différentielles  de  celles  d’un  ordre , 
moindre  qui  sont  constantes.  Par  exemple  , soit  dx 

ddy  ^ d^y  _ 

constante , ce  qui  donne  (^i)  — et  (^i»;  — ; 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  1 équation  G_y  (^,) 

3 

8 


-t-  i8î  ((fO  — I -^  = o à<t  l’article  4g.  et  multi- 


pliant par  dx^,  on  aura,  toutes  inductions  faites  , 

:o (a)  , 


„ . , 1 dx~ 

aycPy  -f-  Myddy  — ^ — - 


X 
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ce  gui  est  la  dlITérentielIe  du  troisième  ordre  de  l’équa-' 

tion  (e)  , article" 4g  » lorsque  dx  est  constante. 

5a.  Réciproquement  , si  étant  donnée  une  équa- 
tion difFérentielle  d’un  ordre  quelconque  m , dans  la- 
quelle la  difFérentielle  d’un  ordre  n m de  l'une  de* 
deux  variables  a été  considérée  comme  constante  , oti 
voulait  avoir  la  même  difFérentielle  de  l’ordre  m de 
l’équation  donnée  qui , n-\-p  étant  <m,  renfermât 
la  différentielle  de  l’ordre  n p de  la  variable  dont 
la  difFérentielle  de  l’ordre  n avait  d'abord  été  consi- 
dérée comme  constante  ; alors,  supposant  que  cette  va- 
riable est  X,  on  diviserait  tCRite  l’équation  par  dz’”, 
«nsuite  substituant  les  symboles  (^)  , (^,). ...  à leurs 
valeurs  en  fonctions  différentielles  réduites  convenable- 
ment dans  l’hypothèse  de  d"x  constante  , on  remettrait 

à la  place  de  ces  symboles  (9,)  , (f.) leurs  valeur* 

^ différentielles , en  les  réduisant  convenablement  d’après 
la  nouvelle  condition  qu’il  n’y  a plus  que  la  diffé- 
rentielle de  l’ordre  n-f-j^de  la  variable  x qui  soit 
constante. 


Par  exemple , l’équation  («)de  l'article  précédent  est 
du  troisième  ordre  de  différentielle  en  y considérant  dx 
comme  constante.  Supposons  qu’on  veuille  maintenant 
obtenir  cette  différentielle  du  troisième  ordre , en  n’y 
considérant  plus  que  d^x  comme  constante  ; voici  com- 
ment nous  opérerons  ce  changement.  Nous  divisons 
d’abord  cette  équation  (a)  [art.  5i  J par  dx"* , ce  quj 
nous  donne  celle 


cPy  , - dy  ddy 
dx^  dx‘ 


lorsque  dx  est  constante  , le  groupe  (5i)  [art.  4g 3 

donna 
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donne  ^=(ipO  et  (^i)  ; donc  Téquation  (a) 

peut  être  écrite  sous  la  forme 

ay  (ip«)'+  6 ^ (ip.) = O (b). 

Sx- 

Mais  ddx  étant  constante,  le  groupe  d’équation  (5i) 

nous  donne  (?,)  ^ + , 

et  (<Pi)  conserve  la  valeur  qu’elle  a dans  le  groupe  (5i)* 
Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (é)  , et  multi- 
pliant par  dj^,  il  vient 

a.ydy  — 


dx 

-\-Sdyddy  — 


dx- 
dx^ 


:o. 


Sx- 


ce  qui  est  l’équation  demandée. 

53.  Lorsque  dans  une  équation  entre  deitx  varialiles 

’‘  F(^.y)  = o (a), 

l’une  des  deux  variables , par  exemple  Celle  x , varie 
uniformément,  je  dis  qu’on  peut  toujours  ramener  sa 
différentielle  de  l’ordre  m à la  forme 

g=F"''(x,y)....(i), 

par  des  éliminations  successives  de  la  valeur  de  ^ 

dx 

obtenue  par  une  première  différentiation.  En  effet, 
différentiant  l’équation  (a) , on  a 

d.F  (x,y)=/'  (x,y)  <ir+y>  (x,y)  rfy  =so  (*)  , 


('1  Revoyez  pour  cette  aoution  l’atticle  ao. 


Sa 

d’où 
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C^.y) 

dx  pix,yY 


iL 

dx 


€t , abstraction  faite  du  signe , on  a 

w- 

Pifférentiant  cette  dernière  équation,  il  vient 

^=/*  (^.^)  dx  dy, 

et  substituant  dans  cette  équation  la.  valeur  de 

[équat.  (c)],  on  a,  en  représentant  tout  le  second 
membre  par  F" 

«t  continuant  de  même  , on  trouvetc  l que  , quelle  que 
«oit  la  grandeur  de  l’ordre  m de  difiFé  rentiation  , il  sera 
toujours  aisé  de  parvenir  à l’équation  (b). 

Remarque.  Il  est  clair  que  si  l’oi  n substituait  dans 
l’équation  (i)  la  valeur  de  y déduite  • de  l’équation  (a) 

en  fonction  de  x , on  aurait  la  mêi  ne  valeur  de 

que  si  l’on  avait  dilFérentié  m fo'  is  successivement 
l’équation  séparée  y = F'’  (a:)  dédui/  £e  de  celle  (a). 
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CHAPITRE  VIL 


Des  différentielles  exactes  et  inexactes  ; ma-- 
niere  de  reconnaître  si  une formule  différen- 
tielle est  dans  le  premier  ou  le  second  cas. 
Démonstration  de  quelques  théorèmes  qui 
nous  seront  très-utiles  dans  le  Calcul  intégral. 


54.  NE  quantité  quelconque  qui  a tons  tes  termes 
multiplies  par  des  différentielles  de  Tariables  éqiiivar 
lentes  en  ordres  ou  degrés,  se  nomme  quantitéou  for- 
mule différentielle  ; mais  parmi  les  quantités  différen- 
tielles , il  faut  distinguer  les  exactes  et  les  inexactes  ■ 
les  premières  sont  celles  qui  résultent  de  la  différen- 
tiation d’une  fonction  variable , telle  est  par  exemple 

parce  qu'elle  est  le  résultat  de  la  différen- 


tiation delà  fraction -.  Mais est  une  différentielle 


inexacte  , tant  que  l’on  considérera^  et  a:  comme  deux 
variables  distinctes  et  indépendantes  l’une  de  l’autre  , 
c’est-à-dire,  tant’ qu’on  ne  pourra  substituer  à y une 
valeur  déterminée  en  a; , ou  réciproquement;  car  il  a’y 
a point  de  fonctions  enjre  deux  variables ^ et  x qui , 
étant  différentié,  donne  exactement  ydx.  Il  est  donc 
utile  de  pouvoir  déterminer  si  une  quantité  différen- 
tielle donnée  est  exacte  ou  non.  C’est  ce  dont  nouf 
allons  nous  occuper  dans  cet  article. 


( 


CALCULS  DlFrtRÉSTlEL 

Soit  d’abord  la  fonction  de  deux  variables  F (a: , j)  ; 
on  aura  en  différentiant 

dF  {x,y')=>d^F  (x,^)-f-t^F(x,jf) 

=/*  ,y)d^y 

donc 

«^*F  ( X , J' ) =/*  (ar  ,3^)  dx- 
et  d^F(x,^)=/>(x,^)  dj' Cartao). 

Différentiant  la  première  de  ces  deux  équations  anx 
différentielles  partielles  par  rapporta^,  et  différen- 
tiant la  seconde  par  rapport  à x,  on  a 

{dJ'd'F  (x,  y ) = dxdyf  ( * , J-  ) 
et  d'^dJ'F  ( X , ^ ) = dyd^p  ( a:,  J') } (a). 

Mais  il  est  clair  qne  d^d^F  (xc , ^ ) = d*d>'F  ( x , ) , 

puisqu’il  est  indifférent  de  commencer  à différentier 
par  rapport  à x seul  , et  de  finir  par  différentier  par- 
rapport  ky  seul , on  de  faire  ces  deux  opérations  dans 
un  ordre  inverse.  Donc  nous  pouvons  égaler  les  seconds 
membres  des  deux  équations  en  (a),  ce  qui,  en  divi- 
sant les  deux  membres  de  l’équation  résultante  par  dydx, 
nous  donnera  celle 

= é£fey->...(5x), 

dy  dx  ' 

qui  est  l’équation  de  condition  pour  qu’une  fonction 
différentielle  entre  deux  variables  soit  exacte. 

Pour  une  fonction  entre  trois  valables,  que  nous  re- 
présenterons généralement  par  F (^x,y  ,7.') , on  a les 
trois  équations  aux  différentielles  partielles 

d'F(x,_y,  z)=d^%x,y,  2);  d>'F(x,j',  z)=zdyp(jx,y,  ») 
et  d*F  (x,_y,2)  =d2/‘(x,^,2). 

Différentiant  la  première -de  cea  équations  par  rapport 
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iy , et  ensuite  par  rapport  à a;  la  seconde  par  rapport 
à j;  , et  ensuite  par  rapport  à z ; enGn  la  troisième  par 
rapport  à x , et  ensuite  par  rapport  à , on  aura 

dfd^F  (ic,y,z)  = dxdyj^  (x,y,z) (a) 

d^d*F  (x,y,z)  = dxd‘f‘  (^x,y,z) (i)  ; 

d*dfF  {x,y,z)  = dyd^f>  (_x,y,z) (c)  j ^ 

d‘drF  (.x,y,z)  = dyd‘p{x,y,z) {<t)  ; 

d^d’-F  {x,y,z)  — dzd^p  {x,y,z) (e)  ; 

did^’F  (jx,y,z)  = dzd»p{x,y,z) (/). 

Mais  les  deux  premiers  membres  des  équations  {a)  et  (c) 
étant  identiques,  ain^i  que  ceux  des  équations  (6)  et(e)  ; 
et  enfin  que  ceux  des  équations  {d)  et  , on  aura  léi 
trois  équations  de  condition 


drf^  ( X,  Y,  * ) _ dp  {x,y, 

^ dy  dx 

)dp  {x,  y,  z)  _ dp*  (.x,y,  z)  ! 

\ dz  dx  I ‘ 

fdpr  (x,y,z)  __  dp  ( X ,y,  z)  i 
dz  dy 


.(53), 


qui  doivent  avoir  lieu’  pour  qu’une  fonction  différen- 
tielle entre  trois  variables  soit  exacte. 


Généralement  pour  toute  fonction  différentielle  entre 

» variables , on  aura  — ^ équations  de  condition  - 

qui  feront  connaître,  suivant  qu’elles  auront  lieu  ou  y 
non , si  la  proposée  est  exacte  ou  inexacte. 


Exemples  I".  Déterminer  si  — i — -y i 

2\/x* — yx 

est  une  différentielle  exacte^ 
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Le  coefEcient/*  (x,y)  de  dx  est  ; celni 

a — yx 

— -r=~=\  donc  si  la  fraction  pro» 
a y x^—xy 

posée  est  une  dilFéreiitielIe  exacte  , on  doit  aroir  , 
suivant  la  condition  exprimée  par  l’équation  (5a) , celle 


3x* — y — 1 
aV/i-’ — yx_j 


c’est  ce  qu’on  trouve  être  vrai , car  faisant  les  opéra- 
tions indiquées,  on  parvient  aune  équation' identique 


dont  les  deux  membres  sont  — — . 

3{/j^—yx 


ir.  Déterminer  si  x*ydx-f-  y*dx — x^dy  -f-  y“xdy  est 
une  différentielle  exacte. 

Nous  avons  dans  cet  exerapley*  (x,y')  = ac'y  -\-y*, 
et  (x,  y)'=y*x  — x*  j ce  qui  donne 


dyf  (x,  y) 


‘ + 2y  , et 


dx 


3x*; 


donc , puisque  ces  deux  résultats  ne  sont  pas  iden- 
tiques, la  formule  proposée  n’est  pas  une  dilTérentielle 
exacte. 


55.  On  opérera  par  des  procédés  semblables  pour 
connaître  si  une  dilFérentielle  d’un  ordre  quelconque  m, 
est  une  différentielle  exacte  de  l’ordre  m — i , puis- 
qu’on pourra  regarder  toutes  les  différentielles  des  ordres 
inférieurs  à m et  les  variables  primitives , comme  autant 
de  variables  simples , et  par  conséquent  on  rentrera  dans 
le  cas  précédent.  ^ , 

/ 
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Une  fonction  homogène  (*)  entre  un  nombre 
tjuelconque  de  variables  , est  égale  à sa  différentielle 
divisée  par  le  degré  de  cette  fonction , en  substituant  aux 
différentielles  des  variables  les  variables  mêmes. 

En  effet,  soit  F (^x,y,z. . . .)  une  fonction  homo- 
gène du  degré  n entre  les  variables  x,y,z , oa 

aura  , en  diiférentiant , 

d.Y{x,y,z...')—f‘{x,y,z...')dx 

■•'>dy  +f^  (X,  y, a. . da  + etc. . . (n). 

Mais  si  l’on  fait_y=_y'x,  a =z'x. . . .,  il  est  clair  que 
x"  sera  facteur  de  tous  les  tenues  de  F (x,y,z. . .), 
et  que  tous  les  termes  du  second  membre  auront  seu- 
lement pour  facteur  commun  a:'*'"* , parce  que  dx  , 
dy  £ = d (y 'x)]] , dz£=:d(a'x)]  ont  diminué  l’ex- 
posant de  X d’une  unité  ; on  aura  donc  l’équation  (a) 
qui  deviendra 

d.x’F (_y  ,z' ,j.')zf‘(y\z' ...’)x'^‘dx-\-fr(y ,z' .. .')x''~'d.y'x 
-f-/*  (y,  a'. . .)  x“~'d.a'a;  -f-  etc. , . .(6). 

Or 

d.y"x=zydx'^xdy' , d.a'x=a'dx  -j-  xdz',  etc. 

* Ainsi  effectuant  les  multiplications  , et  ne  prenant 


(*)  TJnc  fonction  variable  est  homogène , lorsque  la  somme  des  expo- 
«ans  variables  esc  la  m^rae  dans  tous  les  termes,  La  somme  des  expo- 
sans  SC  nomme  le  de^ré  de  la  fonction  homogène.  Ainsi  ax^y*Z'-^hyx^ 

\/ — y<  y x^—y^  V 

fonctions  horaoginrs  des  variables  x,y  ,z.he  degré  de  la  première 
est6;  celui  de  la  seconde  est  6 — a :=  4 i I®  troisième  est 
3 — 3=:o  on  nul  J eniiu  le  degré  de  la  quatrième  formule  est 
a — 3 = — I , c’est-i-dira  qne  le  degré  de  cette  dernière  formule 
homogène  est  n^tif. 
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que  les  termes  alFectés  de  dx  pour  avoir  seulement  là 

différentielle  partielle  de  F {x,y,z. . .)  en  x,  on  aura 

) = J'.x"F  (y, a'. . , ou 

nx""‘F  (y,  z'. . . ,)dx-=:f*  iy\z' ) x”r'dx 

+P  Cy'f  *""'y«î^+/*  (y,  Z'':..)xf‘-'z'dx-i-etc. 

rf.1T 

et  divisant  par  — , il,  vient 

nx”F  (y\  z':. .)  r=f^iy'.  a'...)oc-+/r  (y.  a'...)xy 
+/‘  cy»  ) etc (c). 

Hais  y , *'  = - jd’où  xy  = _yx"~' , 

==sx"~'  ...  ; donc  rentrant  x*  dans  F (y, a' . . . ) , 
ce  qui  réduit  cette  fonction  à son  état  primitif 
F (x,^,  Z. . , : de  même  rentrant  x"~*  dans  les 
fonctions  partielles  du  second  membre  de  l’équation 
( c ) ; enfin  divisant  les  deux  membres  par  n,  on  a 

F(x,^,z...) 

f^(r ,y ,z...)x+fy(x, y , Z... )y+f(x, y ;z...)z+etc  ^ 

n 

9 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Ce  théorème  nous  sera  de  la  plus  grande  utilité  dana 
le  Calcul  intégral. 

67.  Vm  fonction  différentielle  de  l’ordre  ni  étant 
complète  et  exacte  , peut  toujours  te  ramener  à une 
simple  fonction  différentielle  du  premier  ordre  et 
exacte,  en  ne  prenant  dans  la  formule  donnée  que  les 
termes  affectés  de  la  différentielle  de  tordre  m d'une 
seule  variable,  et  y substituant  à la  place  des  différen-^ 
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iieîles  du  m'^”*  ordre  des  variables,  celles  du  pre- 
mier ordre. 

En  effet,  «oit  U = F {^x,y,  z ) , d’où 


<nj  = /^U«ir -f-y^üi^+/*üd*+etc.  Or,  il  est  clair 
que  dans  les  différentiations  successives  , en  ne  prenant 
aucune  différentielle  comme  constante,  on  aura  dans  l'ex-^ 
pression  de  la  différentielle  de  l’ordre  m de  ü,  les  termes 
f^l]d"'x,fyXid”'y,  ■p’Vd’^z. . .,  puisque  oud^.U 

— jm-t  ,f^Hdx+d"'-' . plidy  +d"'~'  .f^Vdz  + etc.  ; 
mais  f^V  et  dx  étant  deux  variables,  on  a d’après  la 
formule  (48)  [art  44]  > 

d’"~'  .y^Udx==y^JJd"'~’dx  -j-  etc.  z=yUd”'x  + etc. 

On  aura  des  résultats  analogues  pour  d'"~'f^dy , 
d’"~‘f‘l]dz. . . .Donc 

d"'F(x,y,z. . ,)=f‘(x,y,z. . ,)d'^x  + etc. 
-\-fy{x,y,z. . .)d"|y+etc.  , a. . .)<f'"s+etc.  -}-etc. 

et  par  conséquent  ne  prenant  que  les  termes  qui  se 
trouvent  dans  cette  équation  en  y faisant  m — 1 , on 
aura  l’équation  différentielle  du  premier  degré  d’où 
dérive  la  proposée  après  m — 1 autres  différentiations 
successives  , qui  sera  ' 

<f.F(ar,y’,a.  ..)=/*  (x,  y,z. ..)  dx 
+/^  (.^,y,^---)ày+f*(,x,y,z...')dz-i-etc., 

ce  qu’il  fallait  démontrer , et  qui  est  fort  utile  dans  la 
Calcul  intégral. 

Ainsi  dans  la  formule  (_/")  de  l’article  4.9  « ne  prenant 
que  les  deux  termes  affectés  de  (Py  et  de  d^x , et  substi- 
tuant à la  place  de  ces  différentielles  du  troisième  ordre, 

celles  du  premier  dy  et  dx , on  aura  Gj'dy  — = o , 

qui  est  la  différentielle  du  premier  ordre  de  l’équatiou 
(a)  du  même  article. 


9® 
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CHAPITRE  VIII. 

• 

Application  du  Calcul  différentiel  a quelques 
questions  importantes  d’ Analyse  algébrique 
que  la  simple  Algèbre  ne  résout  pas  géné^ 
râlement. 

• I 

58.  Problème.  Déterminer  iiKne/br/nu/ctfonTi^e 

entre  deux,  variables , est  fonction,  dune  autre  formule 
indiquée  entre  les  mêmes  variables. 

Solution.  Soit  F la  formule  donnée,  et 
la  formule  indiquée.  Il  est  clair  que  si  la 
première  de  ces  formules  est  fonction  de  la  seconde  , 
on  aura , en  faisant  pour  abréger , 

(a), 

l'équation  F (x , j donc  d.F  (x  ,y~)  ou 

F-' (x,^)  tic-}- FJ'  (x,^)  <fy  = d.çr  = ^'arfa. . . .(é)  ; 

mais  différentiant  l’équation  (a)  , il  vient 

dz  =f^(^x,y)  dx  +fK^,y'>  éy, 

' etsubstituantçettevaleurderfadansl’équation  (é),on* 

T^(x,y)dx+¥y(^x,y)dy=f'zfXx,y)dx+(p'zfy(x,y)dy, 

équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  tant  qu’on  aen  même 
temps  F^(x,y)  =(p'z/'(x,^  et  Fy(x,y)z=ç>'2'f>'(.x,y)- 
Multipliant  ces  deux  équations  en  sautoir , et  divisant 
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les  deux  membres  du  produit  par  f'z , on  a l’équatioii 
de  condition 


qui  sera  satisfaite  si  F (x,jr)  est  réellement  fonc- 
tion dey(x, 

Exe.mple.  Déterminer  si  (a’x* -f-by  )(ax -f- by)“* 
est  fonction  de  — abxy.  ^ 

Représentant  la  première  de  cei  deux  formules  par 
F (x,y)  , et  la  seconde  pary(x,_y),  on  a,  après  les 
différentiations  effectuées,  ' 


aa^x^  -f-  Sa’éyx*  — 

(ax  + byy  ’ 

Vf-  =%?+3ai''ry»  — . 

/ 1 .y  ) = *a*x  — ahy  et  {x  , y)=  aby  — abx. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition 
(55) , on  a , toutes  réductions  faites , une  équation  iden- 
tique ayant  chacun  de  ses  deux  membres  = a*é“x^y 
-f-  GoWy“x“ — aabr'y^ — aa^bx*  -f-  à^b*xy^  ; donc  la 
première  des  deux  formules  proposées  est  fonction  de 

la  seconde. 

I 

5g.  Il  arrive  souvent  qu’une  fraction  dont  les  deux 
ternies  sont  affectés /d’une  même  variable  x,  se  réduit  à 
la  fraction  vague  ^ lorsqu’on  donne  à x une  certaine 
valeur  que  je  représenterai  toujours  para,  quoiqu’elle 
puisse  avoir  dans  cette  même  hypothèse  de  x = a une 
valeur  significative  et  finie  ; cela  arrive  lorsque  , comme 
I on  l’a  déjà  vu  en  algèbre , les  deux  termes  de  la  fraction 
variable  ont  un  facteur  commun  qui  se  réduit  à zéro 
lorsqu’on  fait  x = a.  Ainsi  réduisant  la  fraction  à sa 
plus  simple  expression*,  ses  deux  termes  sont  délivrés 


F*  (x,  y)  = 
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du  facteur  commun  qui  s’.évanouit  lorsque  l’on  fait  oc=a', 
et  par  conséquent,  d’après  cette  dernière  hypothèse  , 
la  fraction  réduite  à sa  plus  simple  expression,  ne  de- 
vient plus  f , mais  ce  qu’elle  est  réellement  pour  la  va- 
leur a de  X.  Telle  est  la  méthode  qu’enseigne  l’algèbre. 
Par  exemple,  soit  la  fraction 


A (x”  — ^ ^ 

B(x' — a")»  

qui  se  réduit  à | lorsque  x=za.  Mais  on  enseigne  en 
algèbre  que  généralement 

x"'  — a"  = ( X — • a)  (x"*"’  -j-  ax”'~^ .... 


donc  la  fraction  proposée  devient 
A Çx— g)y(x"-‘+  ax"‘-‘. . . + n” 


)P. 


B(x— a)<  (x''^' -f- ax"~‘. , . ,~j~  a"~‘ y 


,.(6). 


Or,  il  peut  arriver  que  p=q , ou  p~^q  , ou  p<^q-  Da 

A(x^-‘...4-a"—') 


le  premier  cas  la  formule  (è)  devient 


B(x"-‘ ...+a'*-’)’ 


et  faisant  x—a,  elle  se  réduit  à — . ". 

n B 

, Mais  si  p]>q  , alors  la  fraction  (é)  ayant  pour  fac- 
A 

teurg-  ( X — û se  réduit  à zéro  lorsque  x = a. 
Enfin,  si  pc^q  , la  fraction  (b)  ay.ant  pour  facteur 
—— se  réduit  à i lorsque  X = a. 


(x— a)»-»’ 

Go.  La  méthode  purement  algébrique  que'  nous 
vé'nons  d’employer,  s’applique  très-aisément  à l’exemple 
précédent,  parce  qu’on  sait  déjà  que  le  diviseur  de  la 
dilférence  des  mêmes  puissances  de  deux  racines  est  la 
différence  de  ces  racines.  Mais  dans  beaucoup  d’autres 
cas  où  on  aurait  à traiter  une  fraction  dont  les  deux 
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termes  s’évanouissent  simultanément  d’après  une  cer- 
taine valeur  donnée  à la  variable , il  serait  très-diHlcile , . 

ainsi  que  nous  le  verrons  bientôt , de  pouvoir  se  servir  \ 
de  la  méthode  précédente.  Heureusement  que  le  Calcul 
dilTérentiel  va  nous  conduire  à des  moyens  beaucoup 
plus  simples. 


Fæ 

Si  dans  la  fraction  — , que  nous  supposons  deve- 

nir  I lorsqu’on  faitxc=a,  nous  substituons  à x la 
quantité  x + Ax , alors  la  fraction  proposée  devient , 
d’après  le  théorème  de  Taylor  (art.  38  ) , 


<£Fx  , ddFxAx*  . rf^FxAx* 
Fx4-— ^Ax-t-- 
ax 


dx 


d.v^  a.. 3 


+ etc. 


_ dfx  . ddfxAx' 


dx“ 


d^  fx  Ax^ 
~Sx^  a. 3 


■ etc. 


, . tfFx  d‘Fx 

ou  faisant  -^  = F x , -3^  = F x , et 

^=f'x,  ^^=fx la  fraction  (a)  se 

change  en  celle 


FxJ+  F'xAx  + F"x  — + F*x  etc. 

■ a 2.3 

A -v”®  A “1?’^ 

fx  +/'xAx  — + 


Ci). 


Mais  Fx  et/x  se  réduisant  simultanément  à zéro  lors- 
que x = a , cette  dernière  fraction  (h)  devient,  après' 
avoir  divisé  haut  et  bas  par  Ax , 


F'x  + F"x' — + F-x  ^ + etc, 
a ' a. 3 


f'x  +f'x  ^ + Tx  ^ •• 
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laquelle  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  va- 
( leurs  de  Ax,  aura  encore  lieu  lorsqu’on  fera  Ax  = o , 

, , Y'x 

ce  qui  réduit  la  fraction  précédente  à celle  -79— 

J 

qui , en  faisant  x=  a,  donnera  la  vraie  valeur  da 
Fx 

, correspondante  à cette  même  valeur  de  la  va- 
riable X. 

Mais  si  par  la  supposition  de  x=a,  les  quantités  F'x 
et  y*x  s’évanouisfaient  encore  simultanément  comme 
les  primitives  Fx  etjx  , d’où  elles  dérivent  respecti- 
vement, alors  la  fraction  (c)  n'ayant  plus  au  numé- 
rateur et  au  dénominateur  que  des  termes  affectés  de 

— , on  pourra  diviser  haut  et  bas  par  cette  dernière 


quantité , et  il  ne  restera  que 

A T* 

F'x  + F*jt=^  +etc. 

O 


f"x  ^ -f  etc. 


.(d). 


Cette  fraction  devant  avoir  lieu  indépendamment  des 

valeurs  de  Ax  , peut  être  prise  dans  le  cas  de  Ax  = o , 

F"x  , 

ce  qui  la  réduit  à ; et  si  cette  dernière  quantité 

J ^ 

ne  devient  pas  | lorsque  x = a,  elle  donnera  pour 

Fx 

*■  cette  valeur  de  x celle  demandée  de  -p-.  Enfin  ge- 

uéralement  si  Fx , F'x. . . .F^'x  etfx,  f x /"'x 

s’évanouissent  simultanément  lorsqu’on  fait  x = a , la 

Fx  * - . 1 " J 

valeur  de  -p-  sera  donnée  pour  cette  même  valeur  a de  x 
fx 

p(m+iy^ 

par  la  fraction  Tf^qpjy— » lorsqu’on  y fait  x =a. 
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Donc , pour  déterminer  la  valeur  d’une  fraction  dont 
les  deux  termes  variables  s’évanouissent  simultanément 
d'après  une  certaine  valeur  donnée  à la  variable;  diffé- 
renciez séparément  le  numérateur , divisez  les  deux 
termes  par  la  différentielle  de  la  variable , et  faites 
dans  la  fraction  résultante  , la  variable  égale  à la 
quantité  qui  réduisait  la  proposée  à la  fraction  vague  y , 
Ce  qui  donnera  la  valeur  demandée.  Mais  si  cette  fracr- 
tion  se  réduit  encore  à f dans  le  même  cas  que  la 
fraction  donnée  , opérez  sur  la  seconde  fraction  comme 
sur  la  première,  et  la  troisième  fraction  trouvée  doit- 
nera  la  valeur  demandée  , en  y substituarct  la  valeur 
de  la  variable  qui  a réduit  les  deux  précédentes  à f . 
Continuez  à operer  de  même  sur  chaque  fraction  trou- 
vée tant  que  celle-ci  éprouvera  dans  la  même  circons- 
tance la  métamorphose  des  fractions  précédentes;  et 
erfm  vous  vous  arrêterez  à la  fraction  qui  donnera 
une  fonction  significative  de  la  valeur  donnée  à la 
variable.  ' 

Exemples  I.  Soit  proposé  de  trouver  la  valeur  de 

la  fraction  — ^ ^ lorsqu'on  fait 

U — y ax“ 

x = a , ce  qui  donne  par  la  substitution  immédiat» 

Différentiant  séparément  les  deux  termes  de  la  fra»- 
lion  proposée,  il  vient  la  formule 

5 a y/  cdx  — 

3 a 

« 

qui , lorsqu’on  fait  x = a , se  réduit  à fi  a*.  Tell# 
est  donc  la  valeur  de  la  fraction  proposée  correspon- 
dante à celle  a de  X qui*,  avant  la  différentiation^ 
réduisait  cette  fraction  à celle 

‘ r '■ 


3 

— 1 ux^  î ^ I 
y'5a^x  — ux^s  ® 
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JC^  •“*  X 

II.  Soit  encore  la  fraction  — ^ — -y-  qui  se  réduit 

à § lorsqu’on  fait  x =:  i 

Diiférentiant  haut  et  bas  séparément , et  suppri- 
mant le  facteur  dx  commun  aux  deux  termes,  il  vient 

xfx^Ci  + Zx) — i]  . , 

— ^ qui  se  réduit  encore  a | lors- 

que  X = 1 . 

Diiférentiant  donc  encore  la  dernière  fraction  trouvés 
comme  la  proposée  , oa  a — x(i+ix)  [(i+a:(i+4r)] 
qui  se  réduit  à — a lorsqu'on  fait  x = i . 

III.  Soit  enfin  la  fraction , 

C0S(j7r x)  COSiTT 

dans  laquelle  it  représente  le  rapport  de  la  circonfé- 
rence d’un  cercle  à son  diamètre,  ou  la  longueur  de 
la  demi  - circonférence  d’un  cercle  dont  le  rayon  est 
l’unité  , et  qui  se  réduit  à f lorsqu’on  fait  x = j w. 
Diiférentiant  séparément  les  deux  termes  de  la  frac- 
““  COS  r “ «3^  ^ 

tion  proposée , on  a celle  ^ qui  se  réduit 


ou  1 


lorsqu 


sin  w — x) 
ir 


6i.  Cependant  la  règle  précédente  est  en  défaut 
lorsque  la  fraction  proposée  'est  affectée  de  quantités 
radicales  qui  s’évanouissent  d’elles^mêmes  lorsque  l’on 
fait  la  variable  égale  à la  quantité  qui  réduit  la  proposée 
à I ; car  la  différentielle  de  toute  quantité  élevée  à une 
puissance  fractionnaire , est  toujours  affectée  de  cette 
même  quantité , puisqu’elle  s’y  doit  trouver  avec  son 
exposant  diminué  d’autant  d'unités  que  l’on  y a opéré 
de  différentiations  successives , et  que  la  différence 
d’une  fraction  numérique.à  un  nombre  entier  ne  peut 
jamais  être  nulle. 

>Iai% 
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Mais  ne  considérant  d'abord  que  le  cas  où  les  ex^ 
^osans  fractionnaires  sont  les  mêmes  pour  tous  les 
terhies  de  la  quantité  propo.'ée , nous  allons  voir  que 
les  méthodes  dont  il  faut  se  servir  sont  , à quelques 
ünodifications  près  qu’exigent  les  différentes  circons- 
tances que  nous  examinerons  , semblables  à celle  en* 
aeignée  dans  l'article  précédent. 

m 

'6a^|Soit  la  fraction  ^ —,  dans  laquelle  Fx,fx 

représentent  des  polynômes  rationnels , et  — une  quan* 

tité  fractionnaire  irréductible.  Si  nous  supposons  que 
Infraction  proposée  se  réduit  à | lorsque  x = a , f|pus 
devons  en  conclure  qu’elle  éprouverait  ie-même  réduc- 
tion si  elle  n’était  pas  affectée  de  l’exposant  fraction* 

naire  Ainsi , il  faut  chercher  sa  valeur  pour  le  cas 


où  étant  rationnelle , on  y ferait  x = a ( art.  60  ) : en- 
suite la  fraction  proposée  n’étant  que  la  puissance  — 

n 

de  celle  qu'on  a traitée  , et  par  conséquent  le  résultat 
cherché  n’étanj  aussi  que  la  puissance  — de  celui 
trouvé  , il  faudra  donner.»  ce  dernier  résultat  l’expri- 
sant  fractionnaire  ^ de  la  quantité  donnée. 


Par  exemple  , si  la  fraction  proposée  est  = — i- 


• ' (*• — « 

j’opère  suivant  la  règle  enseignée  à l’article  60 , 

* jpS q3 

la  fraction  rationnelle  — ^ que  je  ^uve  être  égale 


-a*)*  ’ 
sur 
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Àla  lorsque  x = a -,  d’où  je  conclus  que  la  frac- 
tion proposée  est  = (|a)5  dans  le  cas  particulier 
de  X — fl. 

63.  Si  une  telle  fraction  était  multipliée  par  une 
autre  fraction  variable  qui  ne  se  réduirait  pas  à | en 
faisant  X = fl , il  ne  faudrait  opérer  par  le  calcul 
différenfiel  que  sur  la  première  de  ces  deux  fractions , 
et  faire  seulement  la  substitution  de  a à la  pla»  de  x 
dans  la  seconde,  ce  qui,  au  reste,  a égaleni«p lieu 
pour  le  cas  traité  à l’article  Go , et  à tous  c^c  que 
nous  traiterons  dans  la  suite.  , 

, 1 r .• 

Soit,  par  exemple , la  fraction 

qui  se  réduit  sà  ou  plutôt  à - . - lorsque  x = a. 

Opérant  donc  seulement  sur  la  fraction  radicale,  je 
trouve  par  la  règle  enseignée  dans  l’article  précédent , 

qu’elle  se  réduit  à ^ ^ lor.sque  x = fl  ; donc 

cette  même  valeur  de.x  réduit  la  fonction  proposée 

a I / 3 
àcelleg^l^ 

64.  Examinons  maintenant  le  cas  o(j  le  numérateur 
et  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée  se  com- 
posent de  plusieurs  termes  variables  affectés  du  même 
exposant  fractionnaire , et  qui  s’évanouissent  simultané- 
ment en  donnant  une  certaine  valeur  àla  variable. 

Soit  r^tésentée  une  telle  fraction  par  la  générale 

s. 

m ^ 

fFxl'» 

— 
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t^e  nous  supposons  se  réduire  à celle  f par  la  substi- 
tution immédiate  de  la  valeur  a de  x. 

Substituant  à la  place  de  x la  quantité  æ-}-  Ax,  le 
théorème  ^e  Taylor  donne 


[^Fx4 


d.Ÿx 

dx 


¥x  Ax* 
dx^ 


+ «C.)"+  ] 

1 - I 

1/  d.*x  ^ , d*.  <bx  Ax*  , ^ \ , I 

4- etc.  J 

[(/■*'  + 

'(^x  + 


d.fx  d^.fx  , 

— + — + etc.j  4- 


dx 
d.  çx 


rfx“  a 
d‘‘.^x  Ax* 


+ etcy4- 


dx  ~ dx^ 

taais  lorsque  x = c , on  a 

Fx  = o,  <^x  = O. . . ./x  = O , px-=o ) 

donc  la  fraction  précédente  se  réduisânt  aux  seuls 
termes  affectés  de  Ax , on  aura  , en  divisant  haut  et  bas 


par  Ax",la  fraction 

tn  m 

(d.Yx  d*.FxAx  N"  , /d.<bx  , <f*.<I>xAx  , \"  , 

-3r+^T+^'‘)  +(ir+-7^T+“’^)  +‘“- 

m rn 

iH.fx  d*.fxàx  , fd.ax  . d.*0x lix  , \" 

V'ï-+-æ?-T+'")  +(-s-+-î:^t+'“)  +«‘’- 

^ devant  avoir  lieu  pour  tontes  les  valeurâ  de 
t par  conséquent  pour  Ax  c=  o , se  réduit  dans 

7” 


4ià 


PïQtti2iAi  IV 


too 

ce  cas  à 
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/d.Fx\"  /d.9x\'*  . 

Vir) 


d.9x\'* 


etc. 


/d.fxS"  /d.<px\"  , 

(-^)  +(-^)  +'“• 


.■(»v 


Si  tous  les  ternies  de  la  fraction  (c)  s'évanonissent 
simultanément  en  faisant  xz=za  , alors  la  fraction  (^) 
se  réduisant  aux  termes  affectés  de  Ax , deviendra  , en 

« 

divisant  les  deux  termes  par  faisant  dans  la 

fraction  résultante  Ax  = o , 


/d*Fx\'*  . /<?.|>x\". . 

Vd^)  +Vd^) 


/ri”.  fx\"  , /'d*.^x\"  , 

(-Î?)  +(-s^) 

et  ainsi  de  suite.  D’où  nous  conclurons  la  règle  générale  i 

Differentiez  séparément  les  quantités  sous  leurs  ex- 
posons  fractionnaires , sa/is  avoir  égard  à ces  expo- 
sons ; n’écrivez  pas  la  différentielle  de  la  variable  , et 
faites  la  variable  égalé  à la  quantité  qui  a réduit  la 
proposée  à , ce  qui  donnera  le  résultat  demandé.  Si 
par  la  substitution  de  la  valeur  en  question  de  la  va- 
riable , une  partie  des  termes  de  la  fraction  résultante 
s'évanouit  et  les  autres  ne  s’évanouissent  pas , il  n’y 
aura  rien  à changer  dans  ce  résultat  t mais  si  tous  le’ 
termes  de  la  fraction  résultante  s’évanouissent  enc' 
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'd'après  la  valeur  de  la  -friable  qui  a fait  évanouir 
tous  les  termes  de  la  proposée , vous  opérerez  sur  la  • 
dernière  fraction  trouvée  comme  sur  la  primitive,  et 
ainsi  de  suite , jusqu'à  ce  que  vous  parveniez  à urie 
fraction  variable  qui  ne  se  réduise  plus  à § , d’après 
la  même  valeur  particulière  de  la  variable  qui  a 
opéré  une  telle  transfoniiation  dans  les  fractions  pré- 
cédentes. 

^ oit.-  l/a»— l/(a— 

Exemfle.  Soit  la  fraction  ^ 

l/a  — X — Ÿ x^) 
qui  se  réduit  à | lorsque  x = a.  DifFérentiant 

sous  chaque  radical  , et  n’écrivant  pas  dx  , j’ai 

s 3 

— l/ax—  l/ a (a — x) 


- qui  se  réduit  à ■ 


3/ 

y aa 


1— V/3a* 


lorsque 


— i-^-l/SaF 

X = a (♦). 

65.  Si  les  termes  radicaux  ne  s’évanouissent  qu’en 
partie  par  la  supposition  de  x = a,  et  si  la  fraction 
proposée  se  réduit  à f par  le  concours  de  plusieurs 
termes  qui  se  détruisent  mutuellement  lorsque  x=a, 
alors , par  les  développemens  des  fonctions  variables 
sous  les  radicaux  suivant  le  théorème  de  Tcylor,  et 
ensuite  par  le  développement  des  puissances  fraction- 
naires , il  est  clair  que  tous  les  termes  de  la  fraction 
proposée  se  retrouveront  dans  ces  développemens , et 


(*)  J’ai  choisi  cet^^mplcf  parce  qae  le  résultat  peut  aiscmeut  st 
vcrifier ‘par  la  mctliode  algébrique.  En  effet,  divisant  les  deux 


termes  delà  fraction  proposée  par  — x,  elle  se  réduit  à celle 
•3 


a — . 

.T-3 

TMali 


■ qui , lorsqu’on  fait  x^a,  donne  le  même 


it  fl’  ax  -V  X* 

-•ae  celui  (rouTc  prcc^emiaeni  par  le  calcul  diiFtfrcmicl. 


« 
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puisqu'ils  s’évanouissent  daift  le  cas  de  a;=  a,  il  fà»- 
^dra  les  effacer;  il  ne  restera  donc  plus  alors  que  de» 
termes  multipliés  suivant  les  puissance»  ascendantes  de 
Ax,  depuis  la  première.  Ainsi  divisant  haut  et  bas  par 
Ar,  et  faisant  dans  le  résultat  Ax3=  o,  on  aura  des 
termes  qui  ne  s’évanouiront  pas  par  la  valeur  a de  x , 
et  qui  dépendront  de  ceux  qui  sont  dans  le  mémo 
cas  dans  la  fraction  proposée.  Enfin  l’on  aura  d’autres 
termes  qui  seront  eux-mêmes  fractionnaires,  ayantpour 
dénominateur  quelqu’un  des  termes  de  la  proposée  qui 
s’évanouissent  lorsqu’on  fait  x=a.  Ainsi  tous  les  autres 
termes  de  la  fraction  trouvée  s’évanouironf  par  la  ré— 
duction  au  même  dénominateur , et  l’on  rentrera  dans 
le  cas  traité  à l’article  63  ; d’où  il  est  aisé  de  conclure 
que  cette  manière  d’opérer  se  réduit  à la  règle  sui- 
vante : Ne  di/férentiez  dans  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  la  fraction  proposée , que  les  termes  qui 
s'évanouissent  d'eux-mêmes  par  une  certaine  valeur  de 
la  variable,  et  vous  aurez  une  nouvelle  fraction  qui 
sera  de  la  forme  de  celles  trcdtées  à l’article  63 , et 
dont  , conséquemment  , vous  évaluerez  aiséMent  la 
valeur  particulière  correspondante  à celle  de  la  variable 
qui,  par  sasubstitution  immédiate,  réduisait  la  fraction 
proposée  à la  vague  |. 

Exemple.  Soit  la  fraction  i 


y/x^+a — v/a'*-t-x+  — X» 

y/  a^ — x^ 

qui  se  réduit  à ^ lorsque  x=a  j parce  ^reles  deux  termes 
du  numérateur  qui  ne  s’évanouissent  pas  d’eux-mêmes 
pour  cette  valeur  particulière  de  x,  se  détruisent  réci-^ 
proquement , et.que  cette  même  valeur  de  x.  fait  éva 
nouir  tous  les  autre»  termes  de  la  fraction.  Différenty 
donc  séparément  le  numérateur  et  le  déqpnrinatej  ^ 


C „ -J  by  Googk 


ET  AUX  DIFFÉRERCES.  I03 

rapport  aux  seuls  termes  qui  s évanouissent  d eux-memes 

lorsque  a:  = a , il  vient  g-  ^ • fraction  qui 

se  réduit  à ^ lorsque  x = a ; mais  sà  forme  étant  sem- 
blable à celle  des  quantités  considérées  à l’article  63, 
on  trouvera , en  la  traitant  comme  il  a été  enseigné 

à cet  article  , qu’elle  se  réduit  à lorsqu  on 

fait  x—a. 

66.  Si  la  fraction  proposée  se  compose  de  termes 
tous  élevés  à des  puissances  fractionnaires  differentes , 
et  qui  s’évanouissent  simultanément  par  une  certaine 
valeur  de  x , il  es^lair  qu’une  telle  fraction  ne  pourra 
se  réduire  à une  expression  finie  de  la  valeur  donnée 
à la  variable  , puisque  les  coefliciens  de  Ax  seront  eux- 
mêmes  divisés  parles  termes  correspondans  de  la  frac- 
tion proposée  avec  des  exposans  dilTérenS)  et  dont  on 
ne  pourra  jamais  les  délivrer  d’une  manière  favorable 
à la  réduction  à une  fonction  significative  et  finie  de 
la  valeur  particulière  de  la  variable  qui , par  une  substi- 
tution immédiate , réduisait  la  proposée  à l’expres- 
sion l- 

67.  Mais  il  en  est  autrement  pour  les  fractions  qui 
ne  se  réduisent  à f que  parce  que  leurs  termes  affectés 
de  radicaux  différens  , se  détruisent  mutuellement  en 
donnant  à la  variable  une  valeur  particulière , sans 
s’évandnir  d’eux-mêmes  , püisqu’alors  les  coefliciens  de 
Ax  n’ont  plus  de  dénominateurs  qui  s’évanouissent. 
Ainsi  , il  est  aisé  de  voir  que  les  coefliciens  de  Ax 
n’étant  que  les  différentielles  des  termes  de  la  propo- 
sée , divisés  par  dx , il  ne  faudra  que  différeiitier  sé- 
parément le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion proposée , en  n’écrivant  pas  dx , et  à faire  dan» 
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fa  fraction  résultante,  la  variable  égale  à la  valeur  <|ui 
a réduit  la  proposée  à ° , ce  qui  est  la  même  règle  qua. 
celle  prescrite  à l’article  6o. 

Exemple  Soit  la  fraction 


^/a»3c«_|_i5o^x*— V/ ■ • 

qui  se  réduit  à |-  lorsque  x = a. 

DilférentiaDt  le  numérateur  et  le  dénominateur 
écrire  du; , il  vient  la  fraction  - .. 


3 \/  (a“x  -f-  7G^)* 


2a’ 


6c”.x^  + 45o^x*  qoa'^x^  + 1 53ax* 

' A 

4 \/  (a’x*'  -J-  1 Sa^x^y  5 1/  ( i Sa^x®-}*  1 70^^)* 

160 


qui , en  faisant  x=a,  se  réduit  à 


6g3a' 


CHAPITRE  IX, 

De  la  méthode  des  maximis  et  mioimis. 

m «t. 

68.  Si  une  variable  y de  laquelle  dépend  une  fonc»’ 
tlon  variable , après  avoir  augmenté  successivement  , 
diminue,  l’état  de  sa  plus  forte  grandeur  , qui  est  celui, 
où  la  variable  passe  de  son  accroissement  à sa  dimi- 
nution , s’appelle  maximum  ; et  réciproquement , si 
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bette  variable^,  apres  avoir  diminué  successivement, 
augmente,  l’état  de  la  moindre  grandeur,  qui  est  celui 
où  elle  passe  de  sa  diminution  à son  accroissement , sa 
somme  son  minimum. 

Nous  appellerons , pour  abréger , ces  deux  états  de 
grandeurs  considérées  ensemble,  extrêmes  grandeurs. 

Les  moyens  qu’emploie  l’analyse  pour  déterminer 
les  maxima  et  minima  ou  extrêmes  grandeurs  de» 
fonctions  variables , sont  compris  sous  la  dénomination 
de  la  méthode  des  maximis  et  minimis.  C’est  de  cette 
méthode  dont  nous  allons  nous  occuper. 

69.  Soit  y/=Fx (n), 

et  cherchons  , 1®.  la  valeur  qu’il  faut  donner  à la  va- 
riable X pour  que  sa  fonction^  soit  d'une  extrême  gran- 
deur; a®,  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  fonction 
variable  y soit  susceptible  de  devenir  d’une  extrême 
grandeur  j 3®.  quel  est  celui  des  deux  états  d’extrême» 
grandeurs  qu’a  atteint  la  fonction  y'  de  x , lorsqu’on 
a donné  à cette  dernière  variable  la  valeur  conve- 
nable pour  que  sa  fonction  y soit  un  maximum  ou  un 
myiimum. 

Représentons  par  ce  que  devient  y»  ou  Fx  lorsque 
X augmente  de*a  quantité  Ax  , et  par  'y  ce  que  de- 
vienty»  lorsque  x diminue  de  la  quantité  Ax.  On  aura 
donc,  d’après  le  théorème  de  Taylor  (art.  38) , 


•y  J dx 


Ax  -f- 


d^  tsx"^  éPy  Ax* 
dx*  s dx^a.3 


les  signes  supérieurs  pouryr',  les  inférieurs  pour  'y  , 
et  Ax  étant  pris  assez  petit  pour  que  chaque  terme  do 
suite  (ù) , à partir  du  second  , soit  plus  grand  que 
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la  somme  de  tous  les  autres , ce  qui  peut  toujours  s§ 
faire  (*).  Or,  il  est  évident  que  la  fonction _y  ne  peut 
être  d’une  extrême  grandeur  , et  par  conséquent  plu» 
grande  que  celles  y'  et  'y , ou  plus  petite  que  ce» 

mêmes  quantités , tant  que  ^ Ax  sera  une  quantité 

différente  de  zéro , puisque  si  Ax  avait  une  valeur 

signiGcative , la  quantité  se  trouverait  conaprise  entre 

cellesy  =y-\-^^Ax-\-Btc.  et'^=^ — ^Ar  + etc. 

H faut  donc  pour  que  y soit  d’une  extrême  grandeur , 

que  ^ Ar  = O,  équation  qui  ne  doit  pas  être  satisfaite 

en  faisant  Ax  3=  C , ce  qui  donnerait  y — y = 'y 

mais  qui  doit  l’être  en  faisant  ^ = o ; donc  différen- 

dx 

tiant  la  fonction  proposée  Fx , égalant  sa  différentielle 


% 


(*}  En  effet,  reprràenfinl  respectivement  par  A,  B les 

coefficiens  différentiels  ^ ....  et  faisant  Ax  = - , on  aiurn 

dx  dx'  » 


pour  on  nombre  indétariuiné  m 
des  signes  , la  suite 


' I de  tenues,  et  abstraction  (ailo 


»"  ’ 


..-r.  ■ 


A»"-*-  . . .+P»-+-Q 


Or , on  démontre  en  algihre  que  v peut  toujours  être  pris  assez 
grand  pour  qne  le  premier, terme  du  numérateur  de  la  fraction 
précédente  soit  plus  grand  qne  la  somme  de  tous  les  autres^  donc 
)a  différence  Ax  étant  en  raison  réciproque  de  a , pourra  être  prise 

assez  petite  pour  que  le  terme  AAx  on  — Ax  de  la  suite  (t)  soit 


plus  grand  que  la  somme  de  tons  ceux  qui  sont  placés  après  lai  j 
et  enfin  généralement  Ax  pourra  être  prise  assez  petite  pour  que 
chaque  terme  de  la  suite  (b)  soit  plus  grand  que  la  somme  de  tons 
ceux  qui  se  uour|eut  sur  sa  droite. 
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'à  zéro , on  aura  une  équation  en  x qui , étant  résolue , 
fera  connaître  les  valeurs  qu’il  faut  donner  à x pour 
que  Fx  ou  y devienne  *d’une  extrême  grandeur , si 
cette  fonction  variable  en  est  susceptible  ; c’est  ce  qu’on 
déterminera  aisément  en  observant  que  l’équation 

= O , ayant  réduit  celle  (6)  à la  forme 
dx  ■ 


dx'  a 


'dx'  a. 3^ 


d^y  Ax* 

<ir+  2.3.4 


etc. 


nécessairement  y sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 

les  deux  quantités  y'  et  ^ , tant  que  aura  une 

valeur  différente  de  zéro  ] plus  grande , si  la  valeur  do 

est  négative,  plus  petite,  si  cette  valeur  est  positive; 

donc  dans  le  premier  cas,  y sera  un  maximum  , et 

. . ddy 

dans  le  second  , y sera  un  minimum.  Mais  si 

s’évanouit  par  la  valeur  de  x qui  a satisfait  à l’éqUation 

^ = O . sans  que  s’évanouisse  d’après  la  même 
dx  ' ^ dx 

valeur  de  x , alors  nécessairement^  est  compris  entre 
y'  et  'y  •,  donc  cette  fonction  variable  n’est  pas 
susceptible  d’une  extrême  grandeur  correspondante  à 
la  valeur  en  question  de  x.  Ce  serait  le  contraire  si 

s’évanouissait  en  même  temps  que  les  termes  dif- 


dx* 


férentiels  précédens , sans  que  s’évanouît , alors  y 

serait  un  maximum  si  la  valeur  de  devenait  ne- 

dx* 

gative , et  un  minimum  , si  la  valeur  de  -Retint  posi- 
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tive , puisque  dans  le  premier  de  ces  deux  ca* , on 
aurait  y>y  et  que  'y , et  que  ^ans  le  second  on  aurait 
y <y  et  que  'y. 

Par  une  suite  de  raisonnemens  semblables , on  dé- 
montrera généralement  que  si  la  valeur  de  x,  déduite 

de  l’équation  ^ = o , fait  évanouir  tous  les  coelE-- 


ciens  différentiels  jusqu’à  un  de  ceux  de  l’ordre  impair 
inclusivement , la  fonctiod  donnée  d’une  variable  ses'a 
susceptible  d’une  extrême  grandeur  , cette  extrême 
grandeur  sera  un  maximum , si  la  valeur  ^u  premier 
coefficient  différentiel  qui  suit  celui  évanoui  d’un  ordre  ' 
impair,  et  qui  conséquemment  est  d’uri'ordre  pair  ^ est 
négative  et  l’extrême  grandeur  sera  un  minimum  «i 
la  valeur  du  coefficient  différentiel  dont  nous  venons 
de  faire  mention  , est  positive.  Mais  si  tous  les  pre- 
miers termes  différentiels  s’évanouissent  par  la  valeur 

de  X déduite  de  l’équation  ^ o jusqu’à  ün  terme. 

de  l’oidre  pair  inplusivement , la  fonction  variable  ne 
sera  plus  susceptible  d’une  extreme  grandeur.  h 

Nous  n’avons  considéré  dans  ce  qui  précède  qu’une 
•eule  valeur  de .x.\  mais  l’équation  ^ = o pou- 

vant être  d’un  degré  su^pérîeur  au  premier , cette  éqdâP 
tion  donnera  plusieurs  valeurs  de  x , qui  toutes,  ou  eh' 
partie  , pourront  rendre  la  fonction  proposée  de  cette, 
variable  d’une  extrême  grandeur.  ■ 

I 

Eçlaircissons  cette  théorie  par  quelques  exemples. 

I.  Trouver  les  extrêmes  grandeurs  de  la  fonction, 

ax*  — bx*  rf-  X H-  9 (c)  , 

ti  elle  en  est  susceptible. 


dk 
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Egalant  la  fonction  (c)  , différentiant  l’équation 

résultante  et  faisant  ^=0,  on  a 

dx  0 

(<f) . . . ^=5aÆ*— a&x-f- 1 1=  O , d’oùate=-~ 

Or  ces  deux  valeurs  de  x ne  peuvent  être  réelles , et 
par  conséquent  la  formule  (c)  n’est  susceptible  de  de- 
venir d’une  extrême  grandeur  que  si  b n’est  pas  plus 
petit  que  \/(Za)  , c’est  ce  que  noussupposerons.DHFé- 
rentiant  l’équation  (d)  , il  vient  ^elle 

g=6nx-ai. 

et  y substituant  les  valeurs  de  x données  par  l’équa- 
tion (e)  , on  a * 


ddy 

dx* 


= ±;fl  b* — 3a. 


Ainsi  b*  étant  d’abord  supposé  ^ 3a  , la  formula  pro- 
posée  a un  minimum  qui  correspond  a x=  — ^ , 

puisque  pour  cette  valeur  de  x , celle  de  est  po- 
sitive J et  la  même  formule  (c)  a un  maximum  qui  cor- 


respond à X = 


b — [/  b* — 3a 


3a 


, puisque  pour  cette  va- 


leur de  X , celle  de  est  négative.  Substituant  suc- 
cessivement ces  deux  valeurs  de  X dans  la  formule  pro- 
posée (c)  , on  a pour  son  minimum 

(6a  — al>*)  y/ ô*  — Sa  + a43a*  -f-  gai  — ; zb^ 
xy.a* 

et  pour  son  maximum  ^ ^ 

343a*  jf-  qab  — (6a — ai*  ) b*  — 3a  — ai* 

37. a* 


m 
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Si  l’on  avait  eu  b*=3a,  alort  aérait  devenu  =6^ 

et  par  codléquent  la  formule  proposée  (c)  n’aurait 
pas  été  susceptible  de  devenir  d’une  extrême  grandeurj 

ddy 

car  on  aurait  eu  outre  l’equatioa  =:  o , celle 

& = 6a,  quantité  qui  n’est  pas  nulle  d’après  l’hy- 
dxr 


pothèse. 

II.  Déterminer  quelles  sont  les  extrêmes  grandeurs 
de  la  formule  p (x — b)“,  si  elle  en  est  susceptible. 
Egalant  cette  formule  à y , différentiant  et  faisant 

^ = O , on  a 
dx 

(/■)...  ^=772p(x  — &)"*"*=  O,  d’où  x=i...(f). 


Prenant  les  différentielles  success^es  de  l’équation  (/) , 
on  a celles 


dx* 


= m(m  — I )p(x  — 6 i 


— i) up  (x — i), 

tir”-* 

dans  lesquelles  les  seconds  membres  se  réduisent  tous 
à zéro  lorsqu’on  fait  x = i ; mais  par  une  m''”»  diffé- 
rentiation, on  aura 

^ m (m  — • 

dx" 

doqp  si  m est  .un  nombre  pair , tous  les  coefficiens 
différentiels  jusqu’à  celui  de  l’ordre  impair  m — i in- 
clusivement. s’étant  évanouis  par  la  valeur  de  x=b, 
et  celui  de  l’ordre  pair  m n’étant  pas  nul , et  de  plus 
étant  positif,  il  s’ensuit  que  la  formule  ppposée  est 
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un  minimum  lorsque  x=  b , ce  qui  la  réduit  à zéro. 
Mais  si  m est  un  nombre  impair , alors  tous  les  coeill- 
ciens  différentiels  jusqu’à  celui  de  l’ordre  pair  m — i 
inclusivement , s’évanouissant  par  la  valeur  & de  x , et 
celui  de  l’or^k  impair /n  “ne  s’évanouissant  pas,  il  s’ensuit 
que  la  formnle  proposée  n’est  pas  susceptible  de' deve- 
nir d’une  extrême  grandeur. 

III.  Etant  donné  un  nombre  a , le  partager  en  deux 
parties  , de  manière  que  la  première  élevée  à la  puis- 
sance m étant  multipliée  par  la  seconde  élevée  à la 
puissance  n , donne  le  plus  grand  produit  possible. 

Soit  X l’une  de  ces  partie  , l’autre  sera  a — x ; donc 
pour  satisfaire  à l'énoncé  de  la  question , il  faut  que 
x”  (a—  x)"  soit  un  maximum.  Egalant  cette  for- 
mule à J'  et  dilTérentiant,  on  a 
dv 

-f-  = m (a  — X (a  — x )*“* 

dx 

= (a  — x)*~'x"“'X  C'”  (® — • • ’C^)- 

Différentiant  une  seconde  fois , il  vient 


( O— x)'*“‘‘x"*~* 

, dxr 

X { [m (a — a:) — nx~^ — [m  (a — x)*+  nx*] }....(  i). 
Or , la  question  sera  résolue  si  nous  trouvons  parmi 
les  facteurs  de  la  valeur  de  ^ , une  quantité  qui , 

égalée  àzéro  , rende  négative  la  valeur  de  c’eÿ  ce 
que  l’on  trouve  sans  peine  , puisque  faisant 


m(a  — x)— nx=o,  d’où  x = 
ddy 


ma 

m-i~n 


< «, 


nécessairement  la  valeur  de  est  négative.  Ainsi  le 
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produit  demandé  est  f-  -')  ^ . Faisant 

^ \m-|-n/  \m+n/ 

7n  = n = 1 , alors  ce  produit  se  réduit  à — , d’où  nou* 

conclurons  que  de  tous  les  rectangles  a^it  pour  pé- 
rimètre 30  , le  plus  grand  est  le  quarré,  puisque  l’airé 

J ' 

de  ce  quarre  est  = — » 

4 

La  valeur  'J®  ^ C ®q“at.  (A)]  peut  encore  se  téduir* 

à zéro  en  faisant  x = o et  x r=  a.  Or  , je  dis  que  la 
première  de  ces  valeurs  de  X donnera  pour  celle  de^ 
un  minimum,  si  m est  un  nombre  pair;  car  suppo- 
sant m = ap , P étant  un  nombre  entier  et  positif , 
toutes  les  düTérentielleS  successives  de  l’équation.... 
y=x"'  (a— -x)“  s’évanouiront  jusqu’à  celle  de  l’ordre ap 


exclusivement  qui  sera 


dvy 

dr*>‘ 


: ap  {ap — i) . . . (a— x)* 


•4*  une  suite  de  termes  qui  s’évanouissent  tons  lors^ 

que  X = O.  Ainsi , fmsant  x = o , on  aura 
» 

^.=  ap  (ap—i )....... 3. la", 

valeur  qui , étant  positive nous  indique  qu’à  x = ô 
répond  un  minimum  de  _y  ; ce  qui  au  reste  peut  se 
déduire  à priori  de  la  seule  discussion  de  la  formula 
proposée  x”  ( a — x)"  qui  diminue  sans  cesse  à me- 
sure «que  x diminue  , jusqu'à  ce  que  x étant  =o, 
cette  formule  s’évanouit  elle-raéme.  Mais  x après  avoir 
été  nulle  prend  des  valeurs  négatives , et  la  formule 
précédente  devient  alors  ( — x)"*  (a-f-x)"  ou  x"(a+x)*, 
puisque  m est  un  nombre  pair;  ainsi  elle  va  toujours 
croissant  à mesure  que  les  valeurs  de  la  vaiiable  x 
augmentent. 

Mai» 
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Mais  si  m est  un  nombre  impair  ap-f-  i , toutes  les 
idifferentielles  successives  s’évanouissent  jusqu’à  celle  de 
l’ordre  impair  ap  -f-  i exclusivement  qui,  lorsqu’on 
fait  X O , donne 


dxv+»' 


(2/>+i)  (sp)  (ap  — 1 2.1. a- 


donc  alors  x = o ne  cqrrespond  à aucune  extrême 
grandeur  de  x™  ( a — x )“. 

flfy  * 

Quant  au  facteur  a — x r=  o qui  donne  ^ = o 

l^équat.  (^)3,  on  démontrera,  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent , que  x = a répond  à un  mi- 
nimum de  la  fonction  variable  proposée,  si  n est  un 
nombre  pair  , mais  que  si  n est  un  nombre  impair , . 

X = a ne  donnera  aucune  extrême  grandeur  de 
x"  (a — x)*. 

IV.,  Etant  donné  un  point  D dans  un  angle  droit  Fig.  i. 
Z AU,  mener  par  ce  point  une  ligne  BDC  qui  soit  la 
plus  courte  de  toutes  celles  qui , passant  per  le  point  D , 
se  terminent  aux  côtés  de  L’ angle  Z AU. 

Sojpnt  pris  AU  et  AZ  pour  axes  respectifs  des 
• abscisses  et  des  ordonnées  ; représentons  par  a et  b les 
coordonnées  AE  , ED  du  point  donné  D ; par  z l’or- 
donnée et  par  U l’abscisse  d’un  point  quelconque  de  la 
droite  cherchée  BC  ; enfin  représentons  par  u la  tan- 
gente trigonométrique  de  l’angle  BCU  que  doit  former 
la  ligne  inconnue  BC  avec  l’axe  des  abscisses.  Nous 
* aurons  donc  pour  équation  de  cette  dernière  ligne 
s 

Z — b — — a)....  (k) . 

F aisant  dans  cette  équation  u=o , on  a z ou  AB=:a  v)-f-6  ; 


et  faisant  z=o , l’équation  (A)  donne  u ou  AC  : 


b-\-a-i 


c 


8 
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BC  = ••••(O, 


mais  représentant  par  x la  quantité  inconnue  BF , on  a 
w = — - ; doqc  faisant  aussi  pour  abréger  CB  jr , 

on  aura  l’équation 

_ jb-xy  (x»+g») 

y ^ ’ 

qui  étant  différentiée  deux  fois  de  suite , donne  suc- 
cessivement J 

ify x^-f-û^b 

dx~ 

ddy  a*(aa*i+3éx^ — x*)  , ^ 

: ï— -w- 


•(«) 


et 


Faisant 


1=' 


X^  (x*-|"0*)* 
on  a 

s . 


X r=  — y afb (p) 

ou  , abstraction  faite  du  signe  négatif  qui  est  seulement 
relatif  à la  position  de  x par  rapport  à é , on  a 

X = \/âFb  , ' % 

qui,  évidemment,  répond  à un  minimutn , puisque  cette 
valeur  de  x substituée  dans  l'équation  (o),  rend  la 

valecir  de  positive.  ' 

Le  signe  négatif  de  la  valeur  de  x f équat.  (p)]  est 
relatif  à la  position  de  x opposée  à celle  de  b , con- 
sidérée comme  positive  relativement  à la  droite  FI> 
qui  passe  par  le  point  donné  D.  Ainsi , abstraction  faits 
du  signe  qui  précédé  la  valeur  de  x , on  construira 

l’équation  x=  k a“é  par  le  moyen  de  l’intersection 
de  deux  paraboles  dont  l’une  a pour  équation  x*=ay , 

e 


fc- 
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et  dont  l’autre  est  le  lieu  de  l’équation  _y*  = 6x  , ce  *• 
qui  donnera  le  point  B , et  menant  par  ce  point  et 
le  point  donné  D la  droite  Bt)C;  celle-ci  sera  le  mini- 
mum demandé. 

Si  a = i , on  a X = a = 6 (*)  , et  par  conséquent 
le  minimum  cherché  BC  est  la  base  d’un  triangle  rec- 
tiligne isoscèle,  ayant  chacun  des  deux  côtés  de  l’angle 
droit  =aa.  . 

y.  De  tons  les  triangles  rectilignes  qui  ont  pourpé- 
rimëtre  la  quantité  ap,  trouver  celui  qui  renferme  le 
plus  d'espace  entre  ses  trois  côtés. 

■t  Soit  ABM  le  triangle  cherché  , représentons  respec- 
tivement par  |8,  X et  a la  base  AM , le  côté  BM  et  le 
côté  AB.  Cela  posé , représentant  par  y l’aire  du. 
triangle  cherché , on  aura 

V pip-d)  (p-x)  (p-/3) . . , (q) [Legendre,  not. V , p.  ag/fl . , 
Mais  g=ap — x — jS,  ce  qui  change  l’équation  (q)  en  celle 


y=Ÿ'p(.^+^—p'>  Cp— •»)  (p—^) 

^qui , traduite  en  logarithme , donne 
a(y  = /p  + / ( X -f- 0 — P ) + / ( P -O  X ) -H  / ( P — ^ , 
et  différentiant , il  vient  . • > 

— [«  (p— — ^]  V^P  (p— 


(r). 

dy 


dx  a l/(p — x)  (x-f-i3— p) 

Ainsi  On  ne  peut  satisfaire  à l’équation  ^ =: 
en  ne  considérant  d’abord  de  variables  que  celles  x ety. 


(*)  Si  l’on  lubstilue  cette  valeur  de  x dam  celle  de  y»[  eq.  (m)J , 
il  faut  mettre  — A à la  place  de  x dans  (i — x)»,  de  mSme  que  dans 
la  solution  gcùierale,  on  doit  mettre  !t  la  place  de  x sa  valeur  négative 

•—  t/a>Aj  ce  signe  négatif  appartenant , comme  nom  l’avons  déjk 
dit , A la  position  renversée  de  x par  rapport  à é-  a 

' 8.. 
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Fig-  a.  comme  nous  l’avons  supposé  par  la  dilférentiatibn 
qu'en  faisant  2 (/>  — x) — ^—o,  d’où 

(i). . .x=/)  — et  y = i/3  v/pQp— /3)...(0- 

Pour  connaître  si  cette  valeur  de  y est  un  maximum 
comme  l’exige  la  question  proposée  , difTérentions  l’é- 
quation (r)  , ce  qui  donne 

^ _ I P (P — ~ 

<ir"  K ^ (^  — x)  (0 + x— p) 

plus  une  quantité  qui  s’évanouit  lorsqu’on  fait  x=p — i/S; 

donc  pour  cette  dernière  valeur  de  x on  a qui  à 

une  valeur  négative  ; ce  qui  indique  que  la  question 

a été  résolue  relativement  à la  valeur  qu’il  faut  donner 

a X.  Or  , remarquons  que  pour  cette  valeur  de  x 

éq.  (s)]  ,on  aa(  = 2p  — x— jS)  = p — i/S; donc 

a = X ; ainsi  le  triangle  ABM  ayant  ses  deux  côtés 

AB , BM  égaux , on  en  conclura  d'abord  que  de  tous 

les  triangles  d’un  même  périmètre , les  isoscèles  sont 

les  plus  grands.  Actuellement  alln  de  connaître  quels 

est  parmi  ces  triangles  isoscèles  celui  qui  est  le  plus 

. grand , difTérentions  l’équation  (t)  par  rapport  ky  et  li  , 

, dy  *(  2/J  — Vp  ' *• 

ce  qui  nous  donne  -A  = — - — ■ . «quation  qui 

dû  Wp—^ 

peut  satisfaire  à ^ = o qu’en  faisant  ^ — ^p, 

valeur  de  qui  répond  à un  maximum  ; car  dÜFé- 
rentiant  l’équation  différentielle  précédente , on  a 

— valeur  qui  est  essentiel- 

lement  négative  , puisque  .si  on  avait  3^3  ^ , ou  ijième 
= 4p  , il  s’ensuivrait  que  le  côté  iS  du  triangle  serait  plus 
grand  que  la  somme  des  deux  autres.  Ainsi  on  a pour 
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y i7iflx/mum/3=|pjmaisx=:a=p — ï^~P — 5P=|p, 
donc  les  trois  côtés  du  triangle  demandé  sont  égaux 
^ entre-  eux.  D’où  il  suit  que  de  tous  les  triangles  d’un 
même  périmètre,  l’équilatéral  est  le  plus  grand  possible, 

70.  Nous  n’avons  déterminé  dans  l'article  précé- 
dent que  les  extrêmes  grandeurs  des  fonctions  d’une 
seule  variable;  nous  allons  dans  celui-ci  nous  occuper 
des  mêmes  recherches  pour  les  fonctions  d’un  nombre 
quelconque  de  variables. 

Soit  II  = F (x  , Z. . . .)  ; il  est  clair  , d’après  la 
théorie  développée  dans  l’article  précédent , que  si 

nous  considérons  toutes  ces  variables  x , y , z 

excepté  une  seule  comme  ayant  les  qualités  requises 
pour  rendre  U d’une  extrême  grandeur , il  ne  faudra' 
que  disposer  cette  seule  variable  à avoir  la  même  qua- 
lité, c’est-à-dire  différentier  l’équation  U=F  (x,y,  z...) 
par  rapport  à U et  à la  variable  en  question, ensuite  faire 
le  coefficient  de  la  différentielle  de  cette  même  va- 
riable = 0.  Or,  comme  ceraisonnement  peut  s’appli- 
quer successivement  à toutes  les  variables  x ,y  , z. . 
et  que  la  différentielle  totale  de  U , en  ne  regardant 
aucune  variable  comme  constante  , renferme  toutes 
les  différentielles  particulières  dont  nous  venons  de 
parler,  il  s’ensuit  que  pour  trouver  l’une  des  deux  gran- 
deurs extrêmes  de  U , il  faudra  différentier  à l’ordi- 
naire l’équation  U = F (^x  , y,  z. ensuite  égaler 
à zéro  les  coefficiens  des  différentielles  dx , dy , dz. . . , 
ce  qui  donnera  autant  d’équations  que  de  variables , 
par  le  moyen  desquelles  on  trouver^  les  valeurs  de 
chacune  des  variables  qui  conviennent  aux  grandeurs 
extrêmes  de  leurs  fonctions  U , lorsque  cette  dernière 
fonction  variable  en  sera  susceptible  , ce  qui  se  déter- 
minera par  certains  caractères  que  nous  allons  faire 
connaître.  m 
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71 . Supposons  d’abord  , pour  plus  de  simplicité  * 
que  U n’est  fonction  que  de  deux  variables  x et  ^ ; 
soit  de  plus 

f i 

dü  = d.F  (x,_y)  = PÆc -4- Qdy. . . .(o)  , • 

P et  Q étant  ou  pouvant  être  des  fonctions  de  x et 
de  y ; donc 

|dP=  , <fQ  = B<fx-+-C«fyj . . .(i)  » 

A,  B et  C étant  encore  ou  pouvant  être  des  fono^ 
tions  de  x et  de  _y.  Donc  regardant  dx  et  dy  comme 
constantes , nous  aurons 

ddü  = (Adx-f-B<fy)tir+(BdLc-|-Ctfy)tfy. . .(c), 

Mais  P et  Q devant  être  égalés  à ^ro  pour  déterminer 
l’une  des  extrêmes  grandeurs  de  U , ainsi  que  noiu 
l’avons  démontré  précédemment , nous  aurons 


Adx  + Bt^  = o , d'où  djc 


# JS  , 1 • un  i: 

«t  Bao:-f-C^=o,  dou  — 

introduisant  d'abord  la  valeur  de  dx  dans  l’équation  (c)» 

. ddV  AC  — B»  . , . , 1 J 

il  vient  —,  — = ; ; et  introduisant  la  valeur  de 

ay“  A 

, J , . - • , . ddV  AC— B- 

V dy  dans  la  meme  équation  (c) , on  a , 


['‘3  L«  coefficiem  de  dx  dans  la  Talear  de  dQ  , est  toujours  le 
même  que  celui  de  djr  dans  la  valeur  de  dP  : en  effet , U étant 
fonction  de  x et  y , on  a dL  d*U  drU  , et  ddll  ~d^d^U 
•*-  drd-l)  + d*drU  -4-  drdrU  ; or  drd'U  = d»d/U  [ art.  (54)]  j 

donc  les  coefficiens  de  n^  et  de  dx  dans  les  cipretsieiM  — 

d-drV  , 
et  — sont  egau*. 


C/iOiîi/i^  iiy  CjOOgle 


» 


ZT  AUX  DtFFÉtERCE».  II9 

Or , si  ü était  fonction  de  la  seole  yariable  x , ce  <jui 
donne  = o , alors  l’équation  (c)  se  réduirait  à celle 

^p-  = A,  ctsi^  était  seule  variable,  ce  qui  donne 

dx  = O , l’équation  (c)  se  réduirait  à celle  C. 

Donc  dans  le  cas  de^  constante,  il  faudrait  pour  que 
IJ  devînt  maximum,  que  A fut  négatif,  et  pour  que 
TJ  devînt  minimum,  il  faudrait  que  A fût  positif 
[art.  (Sg)!].  De  même  dans  le  cas  de  x cbnstante  , il 
faudrait  pour  que  U devint  maximum , qtte  C fût  né- 
gatif,.  et  le  minimum  de  U n’aurait  lieu  que  si  C était 
positif.  Mais  lorsqu’il  j a concours  des  denx  variables , il 
faut  pour  que  U soit  un  maximum , que  A et  C soient 
tous  les  deux  négatifs , et  puisque  dans  le  cas  des  deux 
. ,,  ddV  AC— B*  ddV  AO-B»  „ 
dy  A dx*  C 
faut  encore  que  Tes  seconds  membres  de  ces  deux  der- 
nières équations  soient  négatifs , ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  que  si  AC  >•  B*,  car  dans  le  cas  contraire  las  nu- 
mérateurs étant  négatifs , et  la  condition  du  maximum 
étant  aussi  que  A et  C soient  négatifs,  11  s’ensuivrait 
que  les  valeurs  des  fractions  diiférentielles  du  second 
ordre  seraient  positives , ce  qui  est  contraire  au  caractère 
du  maxlpium.  ^ 

De  même  pour  tJ  mininuan , il  faut  que  A et  C 


AC— B»  AC— B* 

et 


soient  aussi 


soient  positifs,  et  que  — ^ 

positifs,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’en  tant  que 
AC  ^B*,cardansle  cas  contraire.  Te  numérateur  serait 
négatif  et  le  dénominateur  serait  positif,  ce  qui  donne- 
. J , , . r • ‘WD 

rait  des  valeurs  négatives  aux  fractioiw^jj-^  et  , 


♦ 
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et  est  le  caractère  contraire  au  minimum.  Ainsi , ponc- 
nous  résumer , nous  allons  rassembler  les  caractères  què 
Indiquent  les  extrêmes  grandeurs  de  la  fonction  U des 
deux  variables  y et  x. 


TT  / dx*  f ^ 

U maximum/ , ,\negatirs 

( dv* 


U minimumi 


d‘^V) 
1 dr“ 
id“rU 


d“Ud‘xü^  (d*drü)* 

dx^dy  ^ dx“dy 


^positifs . 


Exemple.  Diviser  un  nombre  donné  a en  trois  par-- 
ties  telles , que  la  première  étaht  élevée  à la  puissance  , 
m , la  seconde  à la  puissance  n et  la  troisième  à /et 
puissance  p , le  produit  soit  une  extrême  grandeur. 

Soient  x et  ^ les  deux  premières  parties  demandées 
de  a , ce  qui  donne  pour  la  troisième  a—x  — y.  Ainsi, 
représentant  par  U le  produit  des  trois  puissances  res- 
pectives m , n , P de  ces  trois  quantités , on  a 


U r=x"y  (a—  X — yY' . . ..  .(d)  ; 


donc 


- et 

■ é» 

; -^=»  C>'"-'x”(a--a>--y)»^’3Cn(a--x--^)--f>y].,'.(/) . 

Faisant  d*ü=:o,  l’équation  résultante  en  (è)  peut 
être  satisfaite  en  posant  successivement  les  équations  » 

^=o,  x=o*a— X— ^y=o,  m(a — ^x— px=o}...(g')^ 


¥ 
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et  faisant  d^V  = o , l’équation  résultante  en  peut 
être  satisfaite  en  posant  successivement  les  équations 

x=o,  a — x—y~o,  n (a — x—y) — 

Or , les  trois  premières  équations  du  groupe  (g)  étant 
respectivement  identiques  avec  les  trois  premières  du 
groupe  (/i)j  d’ailleurs  donnant  toujours  le  produit 
cherché  U = o,  nous  les  rejetons,  et  ne  considérant 
que  les  dernières  équations  de  ces  deux  groupes,  noua 
avons  par  la  méthode  ordinaire  d’élimination 
ma  na 

y 


m-j-  n-j-p 

donc  la  troisième  partie  a 


et  v = 


771  "f"  7l-|-p  * 


■ X —y  est  = 


pa 


771 

Ainsi  dans  l’une  de  ses  extrêmes  grandeurs  , ou  a la 
variable 


ma 


na 


y 


m+n+p')  Cm+n+pJ  \m+n+p 


AGn  de  déterminer  si  cette  extrême.,  grandeur  est  un 
maximum , ou  si  elle  est  un  minimum , observons  que 
l’examen  du  cas  particulier  m=n=p  = i nous  éclai- 
rera sur  l’état  de  grandeur  de  la  formule  trouvée  , 
comme  le  cas  général , puisque  la  formule  générale  ( i ) 
que  nous  venons  de  trouver  étant  ramenée  à un  cas 
particulier , conserve  sa  qualité  de  grandeur  dans  ce 
dernier  cas. 

Nous  avons  donc  dans  le  cas  de  m=m=p=i  ,U=xy 
(a — X — , et  les  équations  diiférentielles  (e)  et  (J) 
se  réduisent  à celles 

d*U  ' . rf/ü  , - 

-_=a;(a— X— 3J'), 


■aF=-‘‘7’=-3“' 


^y 

d^rV 


= — ax— - 


a 

._a 
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d^dm  1 

et  = a — 3*  — 3v  = — = a. 

/ djcdy  J 3 

Multipliant  entre  elles  les  deux  premières  équation» 
difTérentielles  du  second  ordre  ^ le  produit  des  deux 

seconds  membres  est  - a\  et  quarrant  la  dernière  équa- 
tion différentielle  trouvée , le  quarré  de  son  second 
1 jL  \ 

membre  est  - a*.  Or , 2 a*  > - a*  ; donc  la  valeur  — 

9 9 .9  ^7 

trouvée  à U dans  le  cas  particulier  de  m=n=p=  i 

est  un  maximum , et  par  conséquent  aussi  dans  le  cas 
général , ou  a , 


B=(- 


\m-j-n+p/  \m+n+py  \m-f-n-t~p/ 
qui  est  un  maximum. 

Il  est  aisé  de  voir  d’après  la  loi  qui  régit  ces  trois  fac- 
teurs , que  quel  que  soit  le  nombre  de  divisions  que  l’on 
voudra  faire  éprouver  à la  quantité  a en  élevant,  res- 
pectivement ces  parties  aux  puissances  m , n ,p,  q. . 
le  maximum  du  produit  de  toutes  ces  parties  sera 


' pa  '< 


/ ma  / no 

Y { Y etc. 

Vm-f-n-j-p-l-ç. . . ,/  \m-f-n-f-p+7-  • • •/ 

et  si  toutes  les  puissances  sont  égale»  à m , le  maxi^ 
mum  du  produit  des  N parties  de  a levées  à la  puis- 


sance m sera 


mm 

(ê)  ■ 


73.  Déterminons  n^intenant  les  conditions  qni  doivent 
avoir  lieu  pour  la  fonction  ü des  trois  variables 
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s,  y , Z trouvé*  par  la  méthode  enseignée  à 1 article  70, 
•oit  une  extrême  grandeur. 

Différentiant  l’équation  U ;=  F (x , jr , » ) . «>“  ® 

<nj  = Prtr-f  Qdy  + Kdz  ; 

et  différentiant  une  seconde  fois  en  considérant  les  dif- 
férentielles dx,  dy  et  dz  comme  constantes , il  vient 

ddJJ = ( Cdn)  dx + (Bdx+Ddy  + Ed»)  dy 

+ (Cdx+Edj^+Fda)  dz (a). 


Faisant  suctessivement  _y  et  a constantes  , x et  a cons-  ^ 
tantes,  en£n  x ety  constantes,  il  vient  respectivemçn^ 
à ces  trois  différentes  hypothèses 


Donc  pour  U maximufn , il  faut  que  les  quantités  A , 
D , F J après  y avoir  substitué  les  valeurs  de  x , jr 
et  a provenant  des  équations  P = o,  <^=o,  R = o, 
soient  toutes  négatives  3 et  pour  II  minimum , il  faut 
que  ces  mêmes  quantités  A , D , F soient  positives. 

* Mais  des  équations  posées  P=o  , Q=sO  et  R = 0, 
pour  les  extrêmes  grandeurs,  on  tira 

dP  = Adx  4-  Bdy  + Cda  = ol  ^ 

dQ=Bdx'4-I>rf^  + Ii^a  =o[ (O- 

tiR  = Cdx  + ~i~  ^dz  — 0}  ^ * 

Des  deux  premiècea  éguations  d#  ce  groupe , on  tire 
celles  t ' 


(BC— AE)dx 
' AD— B*  ' 


jdx 


(BE-DC)da) 
AD-B*  / 
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Des  première  et  troisième  équations  du  même  groupe 
(c) , on  déduit  celles 

’f  j^_(CE-BF)dy  (CB-AEVy) 

i Xf=C—  ' = ~AF-(>  j W- 

Enfin  les  deux  dernières  équations  du  groupe  (c) 
donnent  celles 

(,iy=2^)jè.&=e_DÇ)£«) 

l ■'  FD— E*  ’ FD— E*  /•••.••WA' 

Substituant  successivement  dans  l’équation  (a)  les  va- 
leurs de  et  de  dx  []équat.  (d)],  celles  de  dx  et  d% 
C équat.  (e)3 , enfin  celles  de  dy  et  de  dz , [[éq.  (f)2 
vient  les  équations 

ddV  _ AFD  + aBCE  — (AE*  -f  FB»  +DC*)  ^ 

ad— •••■(&) 

ddU  _ même  numérateur 

dÿ  ~~  AF— C*  •••(«) 

ddü ^ même  numérateur 

dF  “ FD— 


dans  lesquelles  les  signes  des  seconds  membres  doivent 
être  les  mêmes  que  ceux  des  quantités  A , D , F ,* 

auxquelles  se  réduisent  les  valeurs  de  ^ — et 

cLr*  dy‘ 

» lorsqu'on  ne  considère  qu’une  seule  variable 
comme  tellg^ 

Exemple.  Déterminer  siUc=ax* — bxy-f-czx-f-yz* 
est  susceptible  d'une  extrême  grandeur. 

Différentiant  la  proposée , on  a 
du  = (aàx — 5j^+cz)dx— (6x— z*)<fy-f-(ca>|-2ja)dz  ; 
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donc 

P = aax— i^+cz,  Q=  — ix+z*,  R = cx  + ^z; 
et  égalant  ces  quantités  à zéro , on  a 

Je*  — c*  —Je 

^ xGa*’  ^ 8o  ’ * 4a' 

DilFérentiant  les  valeurs  de  P , Q et  R , il  vient 


aadx  — bdy  -}-  cdz  = o ; — bdx  azdz  ~ o ; 
cdx  + azdy  + ^ydz  = o j 

bc 

donc  A=aa.  B=— J,  C=e,D=o,  Ez=az=— — , 
et  F = ay=-g. 

Or  , les  deqx  quantités  A et  F ne  sont  pas  de  mêmes 
signes  ; donc  la  formule  proposée  n’est  pas  susceptible 
d’extrêmes  grandeurs  , puisque  le  caractère  du  maxi- 
mum est  que  les  trois  quantités  A , D et  F soient 
négatives , et  que  celui  du  minimum  est  que  les  mêmes 
quantités  soient  toutes  positives. 


CHAPITRE  X. 


Du  développement  des  fonctions  dfun  nombre 
quelconque  de  variables  après  leurs  variai 
lions  respectives. 

jZ.  Le  théorème  de  Taylor  ( art.  38)  fait  connaître 
ce'que  devient  la  formule  variable  yi  , lorsqu’on  y 
substitue  x tix  à la  place  de  x , et  va  nous  con- 
ddire  d’une  manière  très-simple  à déterminer  ce  que 


« 


laS  CALCULS  différentiel 

devient  une  fonction  de  plusieurs  variables  T ,y , x.  ; 
lorsque  ces  dernières  varient  respectivement  des  quan- 
tités Ax,Ay,  Ax....  En  effet,  considérons  d’abord 
la  fonction  de  deux  variables  f , * ) que  nous 
représenterons  par  « ; de  plus  faisons  «*=/ » 
et  représentons  par  a>'  la  fonction  /"(x  -f*  Ax,  y + 4y) 
dont  nous  cherchons  le  développement. 

Considérant  d’abord  dans  a"  la  quantité  y -^-Ay 
comme  une  quantité  constante  , et  cherchant  ce  que 
doit  devenir  alors  dans  son  passage  à a',  c’est-à-  ' 
dire,  lorsqu’on  y substitue  x+Ax  à la  place  de  x, 
V on  a,  d’après  le  théorème  de  Taylor, 


dx 


d^et"  Ax*  , d?^a"  Ax^  , . , . 


Mais  a étant  fonction  de  x et  de  ^ , on  aura , en  ne 
considérant  que  y comme  variable , et  cherchant  dans 
ce  cas-là  ce  que  devient  a lorsque  l’on  substitue  dans 
sa  valeur  f(^x,y)\a.  quantité  ^ Ay  à la  place  de  y , 
c’est-à-dire  du  passage  de  a à a*,  on  aura  , dis-je , 


„ - . dra  . . d*ra  Ay* 


ær.. 


■y\ 


+•  etc.  ...(b). 


dy^  2.3 

Prenant  successivement  les  différentielles  première  , 
seconde  , troisième ... . en  x seulement  de  l’équation 
(h)  , on  a 

d-a  ==d*a  + -^Ay+--^*f-4-^^+etc....(c) 

etc. 


r...  'ly  vioogk 


y 


ET  AOX  DIEFÉEENCES.  ivj 

Substituant  dans  l’équation  (a)  la  valeur  de  »"  [^éq.  (i)], 
et  celles  de d*a»",  d“«",  d^*«" . . . [éq.  (c) , (d) , (e). . .3, 
on  a l’équation 

» 

, ' * dfa  , d*fe»  Ay*  , tP*to  Ay*  , ' 

, d'û)  d**4>  Ax*  <P*a»  Ax*  , 

+1^^+  ^ ÏÏ7S 

, d'dr»  , . , d“d>'aAx*Av  . ^ „ 


àx'dy  a 

d*d^yea  ^Ay*  , 
■^di^  — etc. 


dans  laquelle  la  première  colonne  verticale  affectée 
de  fractions  différentielles,  se  éompose  du  second  terme 
de  la  valeur  de  tt"  [ équat.  (6)3  et  du  premier  de  l’équa- 

tion  (c)  multipliée  par  La  seconde  colonnë  verti- 

nûC  ^ 

cale  se  compose  du  troisième  terme  de  l’^^tion  (6)  , 
du  premier  de  l’équation  (d)  multipliée  par  et  du 

At? 

second  de  l’équation  (c)  multipliée  par  La  troisième 

%)lonne  verticale  se  compose  du  quatrième  terme  de 
i'équadon  (6)  , du  premier  de  l’équation  (e)  muiti- 

. ! A 

pliée  par^  ^ d^'  second  de  l’équation  (d)  muiti- 

pliée  par  e^du  troisième  de  l’équation  (c)  mnl- 
« * 

tipliée  par  — , et  continuant  de  même,  il  est  aisé  de  voir 
comment  on  formerait  les  colonnes  suivantes. 


ia8  CALCULS  DIFFÉREKTIËL  ‘ 

74-  Un  calcul  semblable  nous  ferait  -connaître  lé 
développement  de  f{^x  ,y , z)  lorsqu’on  y substitue 
X -f-  Ax , y-\-^y  , Z Az  kla  place  des  variables  res- 
pectives x,y,  et  ainsi  de  suite  pour  un  nombre 
quelconque  de  variables.  Mab  en  considérait  avec 
quelque  attention  les  formules  3g  ( art.  38  ) et  5y 
(art.  yS  ) , il  est  aisé  de  faire  une  obsftration  qui 
nous  servira  à trouver  généralement  le  développement 
dey(x-f-Ax,^-t-Ay,  z-f-As. . . .)  , et  à prolonger 
indé^niment  ces  développemens  sans  avoir  davantage 
recours  aux  procédés  employés  dans  l’article  précédent; 

En  effet , si  dans  la  formule  (3g)  ^art.  38]  , on  fait 
passer  l'indice  de  l’ordre  de  différentielle  de_y  comme 
puissance  de  la  différentielle  , c’est-à-dire  qu’au  lieu 
d'écrire  gitiérdejneut  d"y  on  écrive  dy’^,  on  aura 

Mais  e re||Bentant  la  base  du  système  des  loga- 
rithmes né^Rens , on  a 


donc 


e*  — I = Z -f--  + ^ + etc.  ; 


dy 

+ -,...(58), 


en  se  rappelant  que  dans  le  développement  de  la 
quantité  exponentielle  , il  faut  passer  l’indice  du  de- 
gré de  la  puissance  de  dy  comme  inÆce  de  l’ordre  de 
différentielle  de_y. 

De  même  passait  l’indice  de  l’ordre  de  différentielle 
en  y'  ou  X de  w commé  indice  de  puissance  de  ces 
9 différentielles  ^ 
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i^iérentielles , c’est*- à- dire  écrivant  généralement 
(d»'û>)"‘,  («i*»)"*  au  lieu  de  d^r»» , , la  formule  (67) 

deviendra  , ^ 


+ 


( 


fl. 3 Vdj» 


dx 


) + 


etc. 


Mais  la  série  des  termes  différentiels  est  l’excès  du  déve* 
loppcment  de  c élevée  à la  puissance  ^ àyJ^  ^ai« 
eur  l’unité  ; donc 

= 

. . • J 

' et  enfin  généralement,  faisant  « =f(,x,y,  4. . et 
* — + * + A6....)  , on  aura  ^ 

'd^ti  . d^a>  d‘iD 

dz 


u/vt  . , c*"û»  


•'  = «+e‘îy  - - -i....(6o); 

en  ayant  toujours  lé  soin , dans  le  développement  de  la 
quantité  exponentielle,  de  changer  l’indice  de  là  puis- 
sance des  différentielles  partielles  de  a en  indice  da 
l’ordre  des  différentielles. 

£xEMt’LE.  *I^TOuUBr le  développement  de  ’ 

lorsqu’on  y fait  croître  les  trois  variables  x,y  et  z des 
quantités  respectives  Ax,  Ay  et  Az. 

• Faisant  ai  = à la  fonctim^roposée  , et  ai'  t=:  à ce 
que  dma^t  oi  après  les  *bstitutiûns  des  variables 
• augmei^P  de  leurs  différences  respeûrives  Ax  , Ay 

et  Az;  de  plus , faisant  a = ^ Ay  = (x+z*'j  Ay 
^ 9 


4 


ï * /■  Ni»*  i » - 

3 = Ax=(j/— ;i)Ax  et  c = Az  =: ajzAz , 


]5o  CALCULS  DIFFÉRENTIEt 

^ — . *y  — " ^ — ^ 

^l'équation  (6o)  donne 

, «'  = ft>  4*  — 1 = 

4-  ^ («®  4"  + 2oi  4"  abcf^ 

4 — ^ ( a’  4"  ^^  + *^*  + Za*b’-\-  5a*c  4-  3oi* 

4-  3i’o  4"  Sic*  4*  3ac*  4-  finie  ) 4~  ®tc. 

Mais  outre  les  valeurs  de  a , i et  c que  nous  avons 
trouvées  précédemment , on  a encore 


'■(= 

K= 


Az' 


aac 


dz.‘ 

dfd^o 
dzdy 


= a^Az*  J 

a^Ax  : 


(Ofd^u  \ , . 

et  tous  les  autres  termes  s’évanouissent  ; on  a donc  ' 

(x4-Ax)  iy  4-  Ay~)  4-  Cy  + 4y)  (a4- Az)*—  (x4-A*) 

— xy4-^z* — x4*  (^+*“)Ay4'(^ — i)Ax4*3y*Az 
’ 4”^Az*  4"  A^Ax  4"  aZi^Az  4"  ^Az*. 

y5.  Si  dans  les  calcub  ' qui  nous  ont  occupés  à , 
l’article  jZ , nous  avions  onéré  en  sens  inverse  relati-^ 
vement  aux  deux  variable4P®ty  > c’est-à-di^^i  nous 
avions  fait  «a*  =/ (^  , x 4- Ax  ) et  tonjo|®<»'=  « 

y(x4-Ax,  J'4-  A^)  ; alors  considérant^T abord 
X 4-  Ax  comme  une  quantité  constante , et  cherchant 
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par  le  moyen  du  théorème  de  'Tajlor,  ce  q“ue  devient 
« loftqu  on  y substitué  + Ay  à la  place  de  y , c’est- 

^ 1 équation  (a)  de 

1 arficle  yS  aurait  été  en^ce  qu'elle  est  en'x  à Tar- 
ticle  y3  ; èt  enfin  les  équations  (é) , (c)  , (d)  , (e) . . , 
du  même  article , auraient  été  lés  mêmes  que  ce  qu’elles 
sont  en  y mettant  x à la,  place  de  _y  , et  réciproque- 
ment. Enfin  on  serait  parvenu  à une  valeur  de  »'  qui . 
evideinrfieiit,  devant  être  la  même  que  qelle  doLée 
par  1 équation  (Sy)  , puisque  /(  x . ^ ) est  considérée  . 
abstraitement  relativement  aux  varij^les  x et  y doit 
enduire  à l’égalité  des  seconds  membres  de  l’équation 
(5y)  et  de  celle  que  l’on  aurait  trouvée  en  opérant 
comme  nous  l’avons  indiqué  dans  cet  article,  ce  qui, 
outes  réductions  faites  ^^ènerait  à l’équation 

! - _ \ 

\ dxdy  dydx  ) 


Ax*Ay 

~ \dx^dy  dydx‘)  ~ a 

, fd^d^yg  d‘yd^g\  AxAy* 

^ dy-dx  ) ~ ^ 


'X  . 


!..  J 


qui , devabt  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
^ et  Ay , nous  donne  les  équations  particulières 

d^dy^x=ulyd^g{*),  d^d*yg~d^d^^,  etc. 

et  généralemenk 

= (6,). 


(*)  Nous  avons  déjà  fait  yoir  à l’article  5} , que  cette 
^•iC  toujours  avoir  lieu.  * ^atioa 


9 

i 


IV  a < . < 


f . 

là  ^ 


..  î i 

Otÿiui  ' ^ 4ioô^é. 

. i - V.  ■ 
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7S.  D’où  il  suit  que  quel  que  soit  le  changement 
que  l’on  feit  éprouver  aux  dilTérentielles  partiellesiuc- 
cessives  d’une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de 
variables  la  différentielle  résultante  sera  toujourŸla 
même  j car  soit  d’abord  »=/  ( a:  , z)  , et 

on  aura  , d'après  l'équation  (61), 

d" J'di’*»'  = V ; ' donc  dt»rdi“d'"« = j 

et  comme  nous  aurions  pu  commencer  par  faire 
rf'J'M  = a>'  ou  = 6>',  il  s’ensuit  que  nous  aurions 
eu  potAr  chacune  de  ces  deux  équations , deux  autres 
équations  semblaWes  aux  deux  précédentes,  ce  qui 
nous  aurait  donné  en  tout  les  six  équations  relatives 
aux  3. a changemens  que  l’on  peut  faire  éprouver  aux 
trois  caractéristiques  d"**,  d">',  df*  des  différentielles 
partielles  ‘de  la  fonction  t»  dCs  trois  variables  x , y 
et  Z. 

Il  est  évident  que  ce  raisonnement  s’étend  aux  fonc- 
tions d’un  nombre  quelconque  de  variables  et  à leurs 
différentiations  partielles. 


ET  AUX  Déférences; 


CHAPITRE  XI. 

Du  Calcul  des  Différences  des  Fonctions 
variables. 

77.  Il  semble  au  premier  aspect  qu%Ie  calcul  de» 
différences  devrait  précéder  le  calcul  dfférentiel  (•")  ; 
car  ce  dernier  calcul  n’étant  qu’un  cas  particulier  du 
premier,  on  pourrait  déduire  des  formules  aux  dilFé- 
Tences , les  formules  différentielles , en  ne  consen'ant 
dans  les  premières  que  les  différences  du  premiefr 
degré  des  variables  , lorsque  l’on  veut  avoir  la  différen- 
tielle du  premier  ordre  d’une  fonction  variable,  et  substi- 
tuant U lettre  caractéristique  d,  des  différentielles 
celle  A des  différences. 

Pour  les  différentielles  d’un,  ordre  supérieur  m‘,  pii 
ne  conserverait  dans  les  formules  aux  différences  du 
même  ordre  m que  les  termes  où  la  somme  des  indices 
d ordre  et  de  puissances  des  différences  des  variables 
est  = m,  faisant  toujours  la  substitution  de  la  lettre 
caractéristique  d à celle  d. 

Mais  observons , 1°.  que  le  calcul  direct  aux  diffé- 
rences finies , est  toujours  beaucoup  plus  long  que  le 
calcul  direct  aux  différentielles;  fl»  que  la  formule  (09) 


{*)  C’cit  ce  qu'ont  f»it  quelques  anteurii|  et  eutr’antres  Bossut  ^ 
ùant  ses  Traités  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intésral. 


iS4  ÇALCUU-DH^ÉBBNTtE^ 

(^rt  38)  on  celles  (58)  , (Sg^,  et  plus  généralement  la 
formule  (So)  [art.  743  \ d^ù  l’on  tire  l’équatioa 


A«0 


d>'a>  d*e) 

=»' — «)=«  j'  ^ 


-i...(e2). 


partie  aux  différences  et  partie  aux  différentielles , faci- 
lit^gj,  j^^gept  }e  pIf»  ao<\\edt  te  ■calcijJ'iaùx'' diffé- 
rences, puisqu’il  n’y  a^qplj^  pif^pndre  des  différentielles 
successives  de  la  fonction  variable  proposée  , et  à les 
multiplier  convenablement  par  les  différences  der  va-, 
riablés.-i.  '>  ‘ # . t '-'  -r.  •t.v  .'ic  .*  ; 

* ■ .l\'. 'i  ' >'  sjÎ 

].  daps;l)eft;a*ti«te(SiSmxana:,  tiouvàr  par  c» 

TOflK«in,tes  di(térenfle%  pr«rtiârts  de  plimteu”  fonctionti 
^ algébpqpa^  pt  transc«tidaut¥i.t  Dnsoite  nuMis  fei-QBS  voir 
s^^ç^tiçltfpi  etEui^BflNcomnsentonlronv«„aveéqael-> 
ques  ipji^ij^atiogs,dav4iCeiB4apymis^  letjdifférenbes  des 
Qrdrfi^  4f4rf9<iPtâct(l®  vàriahltui.iJ^aâs>  nous 

préyijpow  éviteii  tes; ambiguités 

' des  signes  -{-et  — , nous  ne  coosid»»âi)dilQa.t«atiablea 

que  dans  leur  état  d’accroissement  , c!est-à-dire  que 

.'-b lSer#iU.Ji.i.;,' I -ilîj 


CO  sjcasao  ica  aiiuii.i^tis/Aiiv/ia  . wa 

rétablir 'éeb±  dti  ’pi^ti^  'téfe’lqu’ils  doîvëqt  ifre  dans 
les  fornrélés',’ Idi'^è'  tjuèjques-qnes  des'^yariabies 
ïafônction  sur  tequetle  <5n'*'ôperèra , déproîtidni  aulieu 
de  croître. 

1 78.  L 5oit  y fiwZfi,  .d'où  : ^ =a  -,  < =3t 


m ( m — I ) ax' 


’IjIx"' 


,a.3., 


ni',:''  ;r:'  ;:" 

ma.  Substi- 


tPSnt  ces  valeurs  ljé^ua(ion  (39)  '[.art-  38]] , on 

. . .i\i  .1  Vjiv  .il'  ■ 
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au  A y —~y , c’eat-à-^e  dy  ou 

A.ax’"=a^mx^'£ix  + ^ ^ ~ ^ a;*-»Ax* 

Si  m est  un  nombre  entier  et  positif,  la  suite  précé- 
dente sera  évidemment  finie  , et  son  dernier  terme 
sera  Ax”. 

J,  . d*«  d^d^ûi 

II.  So.t«=^,dou-^=^,-^=x.^=i; 

tous  les  autres  termes  donnés  par  l’équation  (5g) 
f art.  t4]  sont  nuls^  donc  »'  — »,  ou 

A.ay=yAr  + xAy  + /\xSy. . . . (G4). 

III.  Soit  encore  « = syz  , ce  qui  donnera 

d*  (ayz)=yzdx}  d/  (.^a)  = xzdy  ; d*  (j^a)  =.ryJa; 
d^dy  (xyz)  = zdxdy  ; d*d*  ( xy  a ) = ydrdz  \ 

dfd’’  {xyz)  = xdydz , et  d^d^d^  = dxdydz  j 

• 

donc 

A.xyz  =yzAx  + xa^  +^xAa  + zAxAy  +^AxAa 
+ xAzAy  + A^AxAa (S5). 

IV.  Considérons  maintenant  l’equation  »=  - =xa"'; 

faisons  y = z~* , d’où  A»  :s=  ^Ax  + xAy  + AxAj; 
(^équat.  (64)3-  Mais  pour  avoir  la  différence  de  a""*, 
c’est-à-dire  la  valeur  de  ^,différentions  successivement 

l’équation  y = a”'  = - , ce  qui  nous  donnera 


dy _ i 3^  d^ 

d2~~~Pdi?'~^’d^~  a+  ""da"  ■ 


.3...7I 


5t. 


• 0 
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et  substituant  cette  veleur  de  ày  dans  celle  de  Ââ* , on  n 

. X Ax  vP!  IQ 

,A.  - + 

, 1.3.3  . "1 

+ — etc.J (67). 

V . Cherchons  la  différence  de  a:"_y". 

La  formule  G4  donne  ' 

T 

A . x”y*  =y*A . x”  + a;"A .y*  -f- A. x’*A .y”  ; 

et  substituant  les  valeurs  de  A. a:"  et  A.y*  données  par 
l’équation  (63) , on  aura  la  différentielle  demandée. 

VI.  Soit  enfin  proposé  de  trouver  la  différence 

de^.  . . 

Nous  avons  d’après  la*  formule  (67)  , en  y mettant 
d’abord  x”  ét  y"  à la  place  des  quantités  respectives 
X et  2,  ensuite  substituât  dans  l'équation  résultante 

les  valeurs  de  A-x"*,  A.y“,  A. y? [équat.  (63)3 1 

pous  avons , dis-je , toutes  réductions  faites , 

M " 


A.  — = 


mx” 


■ Ax  -f-  — JL2  x*-*Ax*  4-  etc; 


rf 


s5n*  -f-  qn  -j-  3 /AyN* 


a-3 


.(68); 


AUX  DIFFÉRERCEà;  1?7 

79.  C^dj||^einples  suIRsent  pour  trouver  sans  peine 
la  dilTérence  première  et  développée  de  toute  fonction 
algébrique  d’un  nombre  quelconque  de  variables,  et 
quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  elle  se  présent 
Je  dis  développée',  parce  que  la  méthode  aux  seules 
dijférences  dont  on  s’est  servi  jusqu'à' présent,  et  qui 
consiste  à écrire  la  fonction  proposée  avec  le  signe 
négatif  à la  suite  de  cette  même  fonction , dans  laquelle 
on  a fait  varier  chaque  variable  de  sa  différence  respec- 
tive , et  ensuite  à faire  les  féductions  nécessaires  , ne 
donne  pas  , du  moins  immédiatement , la  différence 
développée  des  fractions  qui  ont  leurs  de^  termes 
affectés  de  variables  différentes.  * 

La  méthode  aux  seules  différences  appliquée  àla  frac- 
tion traitée  dans  le  4*  exemple  de  l’art.  78 , donne 


^ X X -f-  Ax X 

‘ Z Z + Az  Z 


zAx — xAz 
z‘-f-a^ 


La  même  méthode  appliquée  à la  fractlbn  ~ 
(G*  exemple,  art.  78)  , donne  ^ 


x”  (x-|-Ax)"*  , x"*  y'Cx+Ax)"’ — x’"(^-f-Aj')" 

/ • 

et  ainsi-  de  suite  •,  mais  il  est  visible  que  les  différences 
sous  cette  forme , donneraient  beaucoup  plus  de  peines 
à être  développées,  que  lorsqu’on  emploie  les  méthodes 
partie  aux  différences  et  partie  aux  différentielles. 
Cependant  il  existe  plusieurs  circonstances  où  la  mé- 
thode aux  seules  différences , est  préférable  à celles 
dont  nous  nous  occupons  particulièrement  dans  es 
chapitre.  ' 

80.  5i . l’on  a une  équation  exprimant  le  rapport 
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qu’ont  entre  elles  plusieurs  variables , on^ronvera  par 
les  mêmes  procédés  que  les  précédées , l'équation  qui 
exprime  le  rapport  entre  les  différences  des  variables. 

Par  exemple , soit  entre  les  variables  x , y et  », 
l'équation  de  relation  acy  — »*  — o ; on  trouve  , en  pre- 
nant à l’ordinaire  la  différence  de  la  formule  xy — »*, 
et  l’égalant  à zéro , l’équation 

xAy-f-yAx -f-AxAy  — azAi  — Az*^o; 

d'où  l'on  pourra  déduire  la  valeur  de  l’une  des  diffé- 
rences en  fonction  des  auti;ps  différences  et  des.  va- 
riable^. 


Passons  maintenant  au  calcul  des  différences  des  fonc- 
tions transcendantes  des  variables. 

8i . Soity  = log.  nat.  xr=zlx.  Différentiant  succes- 
sivement cette  équation , on  a , d’après  la  formule  (3Ç) 
(art.  37), 

dy__\  I •cP^ i.a  djjr i.a.5  , 

x’djc*  X*  ' x^  ‘ dx^ 

ft  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor 

(lut.  88  ) ôn  a^ 

8a.  Faisant  y = o*,  on  aura , d’après  l’équation  (35) 
(art.  37),  . 


••  [^3  T'^oos  doimoos  h la  note  IV  une  T^ur  de  A/x  beaucoup 
plus  convergente  que  celle-ci.  • 
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donc 


(Ar/fl)’ 


a 

= a*  ( — 1 ) . 


fl. 3--  fl. 3. 4 


-etc 
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1 

■] 


> • • • •.«  (70)* 

SI  Q = la  ba^e  ç d,es  logarithmes  n^ériens , l’équatioa 
précédente  sé  réduira  à celle  ' " 

' ■'••p'  ^ 'A**i  'Ai:*'-"'  \ ~1  i 

,;  .4.e*  = e*Af,[_^+^+,^  + ^+eÉt>.J  . 


==c*(;e^— i). 


T,. 


(70- 


^ 83.  Sil'oniattdanlsjcettedàmicceéqnatioiiIadifféreBcb 
Ax  iXî.j  , on  ania  pour  x=  1 l’éqnatîonaitxdiiFérences 
aim^des  de  e^-",  :qni  sera  A.e' = e®4-iB  n=e  (e-— i)% 
Sab||ituaat  «es  valdars  dans  l'équation  (71)  , divisant 
le»  deux  mèsibru  par  A *,  qnÇn  ajdncilntpromté  de  paît 
et  d’autre , on  a - ^ ■ •'u 


e~  à -il" 4.'- ^ w'Ip 

«—  Ta  + a s-t-  a, 3.^  “T 


I -V  ■ • 

4-  etc. 


1» 


, = 3,718381828459 

ce  qui  est  cqbÿéqueü^i^iit-l^  takui)  suioérique  de  la 
base  des  logarithmes  naturels.' 

; ,84.  Soit  fa(it  ^ egaï  à la  quantité  èti^cmisntieUe  da 
second  genre*  et  premier  ordre  of^f^  pt  qui  donna 

A./'=^A./x-4-irAy-f-AyA.ic  ^équat.  (64)  , art.  78]. 

Déve^ppant  le  premier  membre'^  de  cette  équation 
Efort».  li.  qt  faisante  aeÇosd  ?=  X , 


ça  mr» 


I f • r 


"îli  .0 


i 
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d'où  l’oft  tire , par  la  méthode  inverse  des  séries  , 

^ = X + 1 X3  + iX4  + etc. 

et  par  conséquent  A^  , oa 

A.oxr  = oxr  [X  + i X*  + fX3  + etc. 

il  ne  faudra  plus  que  substituer  la  valeur  de  X , ef  . 
ensuite  les  développemensde'A.ér  []éq.  (69)  , art.  8i)3^ 
ce  qui  donnera  la  dÜFérence  demandée  de  ax>'.  v 

Mais  le  calcul  que  nous  venons  d’indiquer  serait  un  peu 
long  dans  l’exécution , et  il  est  probable  que  la  forme 
résultante  serait  fort  compliquée.  Nous  croyons  don» 
qu’il  est  préférable  dans  ce  casrci , de  se  servir  de  la 
méthode  aux  seules,  diiférences  dont  nous  avon^déjà 
fait  mention  à l’article  7g.  On  a par  cette  dernièra 
méthode,  . 1 . . > 

• A.oxr  3=  O + Ax).y  ; 

et  développant , il  viendra 

1'  A.«X*sâ  <i  t 3 ■ ’ 

+ C^+A^)  [aL ^ 


85.  Soit  Ç = ox^  '*=  Inéquation  exponentielle  du  se- 
cond genre  et  d'un  ordre  quelconque  dont  on  veut 


trouver  la  dilTérence.  Faisons^  ss  s ' , d’où^ 


fiT  AUX  différences;.  i4i 

CqoAtlon  dont  nous  venons  de  donner  la  différftice  ; 

^etc.  * etc  • 

mais  Ay  =:  A.  s , donc  faisant  a> z on  aura 

'Ay^A.s* , et  l’équation  (73)  donnera  Ay  m s,  As , tt 
et  Aa , et  ainsi  de  suite.  Donc  par  des  substitutions 

successives  des  différences  étrangères An,Ay 

dans  les  équations  qui  précèdent  jusqu’à  ce  qu’on  arrive 
à la  premièse,  l’on  aura  la  valeur  demandée  de  la 
difiPérence  de  la  fonction  exponentielle  proposée.  . 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  otT calcul  aux 
différences  des  lignes  trigonométriques  et  fonctions 
d’arcs  de  cercle.  * 

86.  Soit  |=sin x, d’où^sscos  x,  ~~ «in  x,  etc.’ 

[ art.  37 , groupe  d’équat.  (37)3  ; donc  par  le  moyen 
du  théorème  de  Taylor  [art.  38,  form.  (3s)],  on 
a ou 

• . Ax*  Ax^ 

A . sm  X = cos  xAx—  sm  x — cos  x — = 

, s 3.3 

Ax^  Ax®  ® 

• «f-sinx — =—;4-oobx  — ®tc (a). 

' 3.3.4  3. 3. 4-5  4 . ' ^ __ 

Mais  i^unissant  tous  les  termes  qdl  ont  pour  facteur 
cos  X , et  d’une  autre  part  tous  ceux  affecté^de  sin  x , 
il  sera  aisé  de  voir  que  le  coefficient  de  cos  x est 
sinAx , et  que  celui  de  sinx  est  cos  Ax — ia= — 3 sin‘;  Ax; 
on  aura  donc 


A sinx=cos  X nn  Ax  — sSsinxsin’jAx. . .(t3). 

An  reste , on  aurait  pu  déduire  immédiatement  cette 

demière'^uation  de  celle 

>» 

A4  sin  X = sin  (x+Ax)  — sin  x = 3 cos  (x+  i Ax)  sin  ^ Ax* 
= 3 cos  X co8>;  Ax  sin  ; Ax  — 3 sin  X tin* ^ Ax 
= cos  X sin  Ax  t-  3 sin  X sin*  4 Ax . 

' pomme  nous  l’avons  déjà  trouvé. 
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« 

^7"  Faisant  e=  cos  x , d où  ^ :=:  — . sin  x t 

'■  - - , 

2^—  — cosx,  etc.  [voy. le  groupe  d’éq.(38),art. Syj, 

on  aura , eil  se  servant  de  la  forowile  (3^)  [qrt.  38  ] ' 


mais  la  série  multipliée  par  — sin  x est  ==sin  Ax , et  celle  ' 
multipliée  par  — cos  x est  = r — cos  Ax  = a sin*  jAx , ' 

• donc  , > 

« ^ 

A. cos  x=— ânx  sin  Ax-~a  cosx  sin* ÎAx.<.  .(7^.  ' 

Cette  dernière  formnle  se  déduirait  également  du  calcnl 
aux  seules  différences , ainsi  qu’on  peut  le  vérifier  ai- 
sément. ^ , 

Nous  laissons  ad  lecteur  le  soin  de  trouver  les  diffé- 
rences des  autres  lignes  trigonométriques  par  le  moyen 
de  l’une  ou  de  l’autre  manière.  • 

88.  Les  différences  des  li^es  trigonométriques  des- 
ata»  multiples  et  de  leurs  puissances,  de  même  que 
des  puissances  de  ces  fonctions , et  des  quantités  expo- 
nentielles par  les  lignes  trigonométriques  des  arcs  va- 
riables, se  trouvent  par  le  moyen  dés  formules  ordi- 
naires des  différences  Jes  quantités  où  la  variable 
est  algébrique  , et  par  le  moyen  des  formules  qui 
donnent  les  différences  des  lignes  trigonométriques 
d’arcs  .simples  ( art.  86 , 87  ).  Par  exemple , pour  avoir'" 
la  valeur  de  A.sin^x  , il  n’y  aura  qu’à  substituer  sin  x 
à la  place  de  x dans  la  formule*  (63)  [ art.  78] , en  y 
^ faisant  05=1.  ’ • . > 

m 

% 
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De  même  la  valeur  de  A.a**°*.  se  trouvera  saoa 
peine,  en  mettant  dans  la  formule  (70)  [ art.  8a]  , 
sin  X à la  place  de  x , et  substituant  dans  Técjuation  ré- 
lultante  la  valeur  de  A sin  x [éq.  (73) , art.  .86].  Ainsi 
tons  ces  calculs  n’^rent  aucune  difficulté; 

89.  On  pourrait  en  dire  autant  pour  les  différencee 
des  logaritbmes  des  fonctions  trigbnométriques.  Mais 
on  J est  parvenu  de  la  manière  suivante  qui  est  très- 
élégante  , et  qui  est  due  à Delambre  : 


J sin  (x  -j-  Ax)  /P** 

sin  X L 


sin  X cos  Ax  -f-  cos  x sin  Ax' 


sm  X 

r=  Z ( cos  AS;  -f-  cot  x sin  Ax)  * 

= l cos  Ax  -f-  / ( 1 -f-  cot  X tang  Ax)  , 


■] 


et  développant  ce  dernier  logarithme,  comme  on  l’en- 
seigne en  algèbre , l’on  aura  /sin  (x  + Ax  ) — /-sin  x ou 

• 

A./sinx=x/cos  Ax -f-ootxtangAx— ^ (cot  XtangAx)* 
. + 1 ( cot  X tang  Ax )^ — etc. . . , (/S). 

De  même 


^ ços  X,. ^ cos  X 

cos(x-)-Ax)  cosxcosAx  — sinxsinAX" 

/ I séc.Ax 

cos  Ax  — tang  x sin  Ax  1 — tang  r tang 

= /sécAx  — / (1  — tàng  X tang  Ax)  , 

et  développant  ce  dernier  logarithme , il  vient 
, /cosx— /cos(x^Ax) , ou  — A./co8x=/sécAx-f.etc.» 
et  enfin 


A./ cos  x=ï  / cos  Ax  — tang  X tang  Ax  • 
— ï ( tang  X tang  Ax)*  — etc (76). 
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Ajant  les  dHTérences  des  logarithmes  naturels  des 
aînus  et  cosinus  , on  en  conclura  aisément  celles  des 
logarithmes  naturels  de^  tangentes  , cotangentes , sé~ 
cantes  et  cosécantes,  puisque  ces  dernières  lignes  ne 
sont  que  des  fonctions  par  voie  de  division  des  sinus  et 
cosinus.  # 

Si  l’on  veut  avoir  de  plus  grands  détails  sur  la  théo- 
rie des  différences  des  lignes  trigonométriques  , on  les 
trouvera  dans  la  Préface  que  le  savant  Éditeur<dee 
Tables  de  décimales  de  Borda  a mise  à la  suite  de  celles 
de  l’auteur  des  Tables  eu  question. 

go.  Proposons-nous  maintenant  de  trouver  les  diffé»; 

rences  respectives  des  formules  x"  sin  x et  x”  cos  x. 

• 

Nous  avons  pour  la  première  de  ces  quantités  , 

A(x"sinx)  = (x-f-[Ax)*sin(  X -f-Ax)  — x"sinx 
* =x"sinx  cqsAx-f-etc. 

— • x"sin  x=  — x“sinx(i  — cos  Ax)  + etç. 

= ■—  2x"  sin  X sin*  ^ Ax  + etc. 

Donc  mettant  à la  suite  de  ce  premier  terme  que  nous 
venons  de  trouver , tous  ceux  du  produit  du  dévelop- 
pement de  ( X -f-  Ax)"  par  le  binôme  sin  x cos  Ax 
-f-  cos  X sin  Ax  , en  exceptant  le  premier  terme 
x”  sin  X cos  Ax  dont  nous  avons  déjà  disposé , nous 
aurons 


A (x*  sin  x)  = — ax”sin  x sin*  î Ax 
>4-sinxcos  Ax  ^nx^'Ax  -f-  — ^ .:^*Ax*-j-  etc 

4-cosxsinAa|^x*-f-ndE*J'Ax+”^^^'^*'‘]^A^+«lc^’ 


« 


ET  AUX  DIFFERENCES. 
OU  faisant , pour  abréger 
nArcosAx=A  , . nA  c sin  Ax  = A' 

n(rt— O 


i4à 


-Ax“côsAx=B 


n(n — i)  J 

- ''Ax‘8inAx=B 


a.  I a 

n(n — i)(n — o,)  n(n — i)(n — 2)  , . 

L -^xPc<nAx=C  — -Ax’sin  Ar=Cf . 

a. 3 a. O 

etc.  etc. 


il  vient 

■ A . X*  sia  X = sin  X £Ax*“'-f-  Bx"~*-{-  Cx"“*+ etc.’ 

— ax“  sin*  j Ax] 

-|'Cosxfx*3inAx-4-A'x'‘"‘-f‘B'x""*-f*C'x""^+®t‘^l  • ••  (78)-' 

Opérant  de  même  sur  la  formule  x*cosx,  et  se  ser- 
vant de  la  notation  précédente  [groupe  d'équat.  (77)], 
ona  ’ 

’A.x"  cosx  = cosx  [ Ax*~' -f- Bx"“*+  Cx^*-f-etc. 
— ax"sin*^Ax3 

— *sinx[x"sinAx-j-A'x"‘*-}-B'x"'*-f-C'x""*-f-etc3...(79). 

' Faisant  n = O,  ce  qui  donne  A = o , B = 0 ■ 

A'  = O , B'r^  O. . . , . les  formules  (78)  et .(79)  se 
réduisent  respectivement  à celles  (73)  et  (74)  [ art.  8S 
et  87]. 

Faisant  n — i,  d'où  A=AxcosAr,  B=o  , C=o. . . . 
A^3Axsin  Ax , B'=  o,  C'  ==  o. . . .,  on  aura  les  deux 
équations  ’ i,  "= 

A . .X  sin  X— Ax  sin  x cos  Ax  — ax  sin  x sin*  i Ax 
X cos  X sin  Ax Ax  cosx sinAx. . . (80); 
r A.x  cos  X = Axcos  X cos  Ax^ — ax  cos  x sin*  | Ax 

— X sin  X sin  Ax— AxsinxsinAx. . . .jjC8i). 

ÿi.  Le  calcul  aux  différences  des  ordres  supérieurs 

10 


(77)*  . 
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dépend  évidemment  dè  celui  aux  dilTérences  premières 
que  nous  venons  d’exposer  ; car,  si  les  difTér^nces des 
variables  de  la  fonction  sur  laquelle  on  opère  , sont 
«lles-mémes  variables  , il  faudra  considérer  la  formule 
aux  dilTérences  premières  comme  une  simple  formule 
primitive  qui  a le  double  de  variables  , et  opérant  sui- 
vant la  méthode  ordinaire  , la  formule  aux  différences 
du  second  ordre  s’accroîtra  de  nouvelles  variables  qui 
sont  les  dilTérences  du  second  ordre  des  variables  ; et 
pour  passer  aux  différences  du  troisième  ordre , oh 
conrinuera  à opérer  comme  pour  avoir  la  formule  aux 
dilTérences  premières  d’une  fonction  primitive  variable, 
dont  le  nombre  des  variables  s’est  accru  de  celui  des 
dilTérences  première  et  seconde  des  variables  primitives, 
«t  ainsi  de  suite.  Mais  si , comme  cela  arrive  le  plus 
souvent  , les  dilTérences  premières  des  variables  sont 
prises  constantes  j alors  opérant  suivant  les  méthodes 
enseignées  précédemment  pour  passer  des  fonctions  va- 
riables à celles  qui  sont  leurs  diltérences  premières  , 
on  passera  de  ces  dernières  fonctions  à celles  des  diffé- 
rences secondes  où  il  n’y  aura  plus  de  différences 
secondes  de  variables  , mais  où  il  pourra  y avoir  des 
puissances  du  second  degré  des  différences  premières 
des  variables  j et  ainsi  de  suite  pour  les  différences  de 
tous  les  ordres  des  fonctions  variables  proposées,  en 
considérant  les  différences  premières  des  variables 
comme  constantes.  l\lais  quelque,  aisee  et  uniforme 
que  soit  la  marche  du  palcul  que  nous  venons  d’indi- 
quer, elle  est  cependant  toujours  bien  longue.  Or,  voici 
comment  on  pourra  abréger  ces  calculs. 

gr.  Puisque  représentant  par  une  fonction  de  la  . 
variable  x , on  a 


-f-etc...Coyi 


• r 


J 
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il  est  clair  que  si  l’^n  considère  maintenant  Ay 
comme  la  fonction  variable  dont  il  faut  prendre  la 
tlifférenoe  première  , la  même  formule  ( a ) dans 
laquelle  on  mettra  A^  à la  place  de  y , donnera 


„ d.Ay  , d'.AyAa.-* 

A.A_y  on 


cP . Ay  Ax^  , 

• — — 5 + etc. 
dx^  U . 3 


.{by 


Par  la  même  raison  , Ay  étant  Encore  une'  fonction 
de  la  variable  dont  il  faut  avoir  la  dilFtrence  pre- 
mière , on  a 


, , d.A‘y  rf*.A’y  Aæ* 

A.Ay  ou  — 

, (P.A\  Ax*  , ‘ ^ 

+ + . , 


• et  généralement  on  a 

A 


d.A"'’y  , <i*.A*"' Ax®  , ef’.A""'yAx®  , 

= — r-^Ax^ — r-r-- 5+etc....(<i): 

dx  ’ dx®  a ~ dx^  a.3  ' ^ 

\ * 

donc  différentiant  successivement  l’équation  (c),  et 
. substituant  les  valeurs  de  d.Ay  , d^.Ay. . . dans  l’équa- 
tion (6) , on  a 

A*v  - ^ Ax®  4-  ^ Ax^  -I-  Ax« 

•^~dx*  ^dx3  ^3.4dxt 


.(e). 


De  même  différentiant  successivement  cette  dernière 
équation , et  substituant  les  valeurs  de  d.Ay , tP.Ay. . . 
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dans  l’équation  (c) , on  trouve  pour  une  suite  de 

la  forme  •:  ' . 

gA^+A^^Ax4  + BgAx5+etc.,  . 

dans  laquelle  A,  B sont  des  coefficiens  numé- 

riques ' dépendans  de  l’ordre  3 de  la  différence  de  ,4a 
fonction  de  x.  Donc  généralement  on  a l’équation 

A-V  = ^ Ax"  + A Ax"+‘ 
dx",  ‘ dx"-^‘ 

+ » « 

dans  laquelle  A , B sont  des  coefiiciens  numériques 

dépendans  de  l’ordre  n de  la  différence  , et  absolument 
indépendans  de  la  fonction  de^  dont  on  prend  la  diffé- 
rence de  l’ordre  n,  ce  qui  va  nous  procurer  un  moyen 
bien  simple  pour  déterminer  ces  valeurs  des  coefiiciens 
numériques  A,  B,  etc. , en  donnant  à ^ la  valeur  en . 
fonction  de  x la  plus  favorable  à cette  recherche.  Or 
4a  simplicité  des  différentielles  et  différences  de  tous 
les  ordres  de  [ équat.  (35)  , art.  3y  ( qui  se  réduit  à 

îi!L£l  = e*, lorsque  a=e)  et  équat.  (71),  art.  82  ], 
r/x?  • 

nous  engage  àfaire  j=e*,  ce  qui  réduit  l’équation  (82) 
à celle 

A"_y  =e*  [Ax"  + AAx"+‘+  BAx“+’-f-  CAx"+’-Hetc.] , 

et  égalant  cette  valeur  de  A"^  avec  celle  donnée  par 
l’équation  (71)  , on  a 

(e^»=_i)"r=Ax’'+AAx"-’+BAx’'-*+CAx"-^-f-etc. 

Développant  le  premier  membre  de  cette  équation  , 
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,3  vient  .•  ■' 

» ) 

/ Ax^  Ar’  Ar*  , \ 

• A^"'+"r+j:3  + + ’ 

= Ax"  + AAx”+’+  BA.r"->-=‘+  CAi"-+-3^  etc. 

Prenant  la  différentielle  logarithmique. des  deux  mem- 
bres de  cette  dernière  équation  , faisant  disparaître  les 
'dénominateurs,  ordonnant  par  rapport  gux  puissances 
de  Ax,  et  égalant  les  coelïiciens  à zéro  , puisque  l'é- 
quation résultante  doit  avoir  lieu  indépendamment  des 
valeurs  de  Ax , ou  aura  la  suite  d’équations 

A n 
a 

>aB=i(n+OA-^« 

3C  = i (n-f-2)  B - ^ (n-f,i ) A -f-  ^ n . 


4D=-(n-f-3)C 


^ (n-t-2)  B 


a. 
etc. 

qu’il  est  aisé  de  continuer  autant  qu’on  le  désirera  , 
caf  la  loi  qui  règne  entre  ces  équations  se  présente 
de  la  manière  la  plus  simple. 

Exemple.  Trouver  la  dijférence  seconde  de  x®. 
Nous  avons  n = a-  donc 


•Âë  = 3ox4  ....... 

les  équations  (83)  donnent 

A = I , B — ^ 


<i6x« 


la 


C=ri  et'  D= 


3So* 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (82)  , on  a 

A“.  3ox^  Ax“+  laox^Ax*-}-  aiox*Ax^. 

+ 1 80X  A x^  -j-  6a  A X®. 

tjS.  De  même  pour  les  dilFérences  d’ordres  supérieurs 
des  fonctions  de  deux  variables  x ety , nous  aurons  lin 
résultat  semblable.  En  effet , mettant  dans  la  formule* 
(5?)  (qui,  en  passant  ai  [ =y(x , dansle  premier 
membre , donne  la  valeur  de  A ai  ) la  quantité  A ai  à 
la  place  de  celle  ai , bn  a 


A . A ou  A ^ai  = 


~W 


Ay  -f-  etc. , 


et  effectuant  les  différentiations  indiquées  sur  Au  , 
on  aura 


dx^ 


Ax* 


dy-i  ^ , , d/^yd^a  dyd^a  . . , , d?^  ^ . 

, d^ya  ... 

+sr^r'  + «'=- 

etc. 

Mettant  de  même  dans  cette  dernière  équation  A*.-j  à 
la  place  de  a’,  effectuant  les  différentiations  indiquées , 
et  opérant  ainsi  de  suite  pour  les  différences  de  tous  les 
ordres  , on  trouvera  que  généralement  on  a l’équation 


rf("+Or(ÿ  , ^,d"yd^a>  . A 

+ ^ Arix+B  > 

. etc./  ' - " ' J 


r(84). 
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dans  laquelle  A,  C A',  B'..,,  sont  des  coeOiciens  « 

numériques  dépendans  seulement  de  l’ordre  n de  la  dif- 
fepence  que  l’on  veut  avoir.  Ainsi  i usant  d'un  artiiic» 
semblable  à celui  dont  nous  avons  usé  dans  l’article  S 

précédent , pour  déterminer  les  valeurs  de  A,  B > 

^ , nous  chercherons  la  différence  n de 

d’abord  par  le  moyen  de  l’équation  (84) , et  ensuite  di- 
rectement", la  comparaison  de  ces  deux  résultats  nous 
servira  à déterminer  les  valeurs  des  coefliciens  numé- 
riques. /t;  ’ 

Or  , efe*;  donc  généralement  , • 

Jp/gy+x  _ _ ^+ydyP.  : . . . 

De  même  * 

% 

donc  w étant  = tous  les  facteurs  dilFérentiels  de 
l’équation  (84)  se  réduiront  à ainsi  l’on  aura  i 

d’abord  ' ' 


IAr"  A Ar*-'  a.T-t-  n ay*-* 

ay“+>-i-A'ay’^axJ-B'ay"-' 

eU'. 


•i  • 

aa-’-l-  G a^»-»  a.r’Hrctc. 

ax»^-C'ay»-»a;rJ-<-cic:. 


Mais  l’on  a aussi 


de  même  • ^ ' 

enfin  ^nératemMt  • - 

V t>  ^ 


* 


. \ 
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Égalant  cette  valeur  avec  celle  trouvée 

précédemrnent , l’on  voit  que  les  coeiGciens  indéteriui- 
nés  A A'....  dépendront  de  ceux  du  développe- 
ment de  — i]”.  On  obtiendra  les  valeurs 

demandées  en  développant  la  quantité  exponentielle 

I prenant  la  dilTérentielle  logarithmique  des 
deux  membres,  faisant  disparaître  les  dénominateurs 
et  égalant  entre  eux  les  coefTiciens  des  mêmes  puis- 
sances de  A_y  et  Ax.  • 

94.  Il  est  évident  qu’en  étendant  ce  raisonnement , 
on  démontrera  que  la  différence  d’un  ordre  n d’une 
fonction  a d’un  nombre  quelconque  de  variables  x , 
y , Z. . a ses  coeillciens  numériques,  fonctions  de  n , 
^ qui  dépendent  de  ceux  du  développement  de 


■■  Ainsi  nous  avons  dans  cette  première  partie  de  notre 
ouvrage  , appris  à différentier  et  à trouver  les  diffé- 
rences de  tous  les  ordres  des  fonctions  d’un  nombre 
quelconque  de  variables  ; ce  que  nous  pourrions  dire 
de  plus  sur  cet  objefe  ne  ferait  que  retarder  , sans  une 
utilité  réelle , la  marche  d'un  ouvrage  plutôt  destiné  à 
l’enseignement  d’une  science  suivant  «es  principes  ri- 
goureusement géométriques  , qu’à  reproduire  certaines 
théories  de  nos  grands  Géomètres,  qui  prouvent  beau- 
coup de  sagacité  dans  leurs  auteurs,  mais  qui  conduisent 
' à des  résultats  moins  utiles  qne  ceux  que  nous  avons 
trouvés  , ou  qui  emploient  des  moyens  plus  longs  et 
plus  pénibles  pour  parvenir  à ces  résultats 


• {*)  Par  exemple,  on  irouve  dans  les  Traites  de  Calculs  difftren- 
ticl  cl  iut«^gioi  de  Lacroix , où  sont  réunies  presque  toutes  les  de* 
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CHAPITRE  XII. 


•Application  des  Calculs  aux  différences  et^ 

• différentiel  h la  Théorie  des  Courbes, 

0 

§ I (^j.  • ..  , 

'^Nouvelles  preuves  de  la  rigueur  du  Calcul  différen- 
' tiel , déduites  de  quelques  principes  élémentaires 
de  Géométrie.  • ' 

I» 

g5.  Je  pourrais  me  dispenser,  d’après  l’évidence  des 
principes  sur  lesquels  j’ai  fait  poser  le  calcul  différen- 
tiel dans  le  commenceilffent  de  cet  ouvrage  , d’ajouter 
da  nouvelles  preuves  à celles  que  j’ai  déjà  données  de  , 
la  rigueur  de  l’analyse  faussement  appelée  pfcr  quelques- 
uns  iii/initèsimale  , et  qui  n’est  que  l’art  de  déterminer 
la  valeur  ou  le  rapport  de  la  valeur  des  quantités  finies 

» • ’ 


couvertes  faites  dans  ces  calcnJs  depuis  les  inventeurs  Newton  et 
Leibnitz,  une -luetfiode  pour  trouver  les  dÜFerenccs  des  fonctions 
variables  , lf>i‘s(j<ic  les  dilTeFences  <1es  variables  sont  elles  » raemes 
Variables  , qui  est  boauco'âp  plus  longue  qne  celle  que  nous  avons 
iiuliqotfe  à Particle  91.  Tenons-nous-en  donc  li  cette  dernière 
ïucihode  dans  les  cas  extiéniénieni  rares  oîi  l’on  est  obligé  de  s’en  " 
servir , et  ne  surchargeons  pas  les  pages**  de  cct  ouvrage  de  calculs  ,, 
absolument  inutiles. 


Ce  chapitre  .étant  fort  long,  nous  le  divisons  pour  la  commo- 
dité du  lecteur,  en  parfisratShes. 
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absorbées  par  1 évanouissement  de  certains  facteurs  î 
lorsqu  après  avoir  considéré  les  variables  dans  un  état 
de  variatio^  finie  , l’on  ne  les  considère  plus  que  dans  un 
seul  état  de  grandeur  (art.  4 et  note  a). 

Cependant  je  crois  qu’il  n’est  pas  mal  à propos  , de 
loin  en  loin  , lorsque  1 évidence  de  la  rigoureuse  exac- 
titude du  calcul  différentiel  se  présente  presque  d'.ellc— 
meme,  de  la  faire  apercevoir  aux  lecteurs  ; ce  sont  des 
pharesplaces  a des  distantes  suffisantes,  pour  que  leGéo— 

I nietre  ne  perde  pas  un  seul  instant  de  vue  la 'trace  de  la 
route  qu’il  doit  suivre.  , 

3.  Soit  CEHfl..'. . une  courbe  plane,  par  exemple 
un  cercle  ; CD  une  abscisse  quelconque  x}  DE  l’or- 
donnée correspondante  y;  CG(  = CD-fDG)  une 
autre  abscisse  ar'  = ar  + A a;;  GH  ( ^ DE  + KH  ) 
l’ordonnée  y -|-  A^  correspondante  à cette  dernière 
abscisse;  r le  ration  de  ce  cercle  ;*ce  qui  donnera  suc- 
cessivement les  deux  équations 

y = srx— a.-* , ( A^)“  =r  ar  (x+  A a:)— (a;+  A x)*: 

De  la  seconde  équation  retrancLant  la  première , 
il  viertt 


^y  ^y  + A^*  = nrltx  — Ax  ' 
et  divisant  par  ay  A x , on  a 

Ax  üyAx  ■ J* 


Aar“  ; 


Ax 


Or  cette  dernière  équation  se  compose  de  trois  espèce.s 
de  termes  bien  distinctes;  savoir  : i®.  la  fraction  ^ 

A Ax 

dont  les  deux  termes  vont  sans  cesse  en  diminuant- à 
mesure  que  A x diminue , et  qui  enfin  se  réduit  à 
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-lorsque  Ax: 


a®,  les  termes 


■^y 


qui  donne  A_y  = o ; 3”.  le.  terme 


A 

. Ay  et  — 
ayAr  ay 

qui  s’évanouissent  simultanément  lorsque  AÆ  = o,  ce 

r — .«  . • , 

qui  , étant 

y- 

absolument  indépendant  de  A y et  de  Ax,  reste  le 
même  lorsque"  considérant  les  variables  ^ et  x dans 
un  même  état  de  grandeur , leurs  différences  respec- 
tives A^  et  A X s’évanouissent.  Ainsi  faisant  Ax  = o, 
l’équation  aux  différences  du  cercle  se  réduit  à celle 

O r — X ...  ,,  I . . O *. 

- = — ^ — , ou  , pour  indiquer  que  1 expression  - qui , 

considérée  abstraitement , peut  représenter  une  quan- 
tité finie,  ou  nulle,  ou  infinie,  a généralement  dans  ce. 
casrci , entre  x = o et  x±=r,  une  valeur  finie,  et 
en  même  ttanps,  pour  rappeler  que  les  zéros  absolus 

du  numérateur  et  du  dénominateur  de  l’expression  2 

dérivei^,  dans  ce  même  cas,  des  quantités  respectives 
et  Ax,  lorsque  ces  différences  s'évanouissent 
simultanément  par  l’éTanouissement  de  l’une  d’elles  , 

nous  nous  servons  de  -la  notation  ~ pour  représentef 
la  fraction  - ce  qui  donne  dans  l’exemple  précé— 


dent  , . 
ax 

cercle. 


■ , et  est  l’équation  différentielle  du 


.^.qS.  Enfin  généralement , la  relation  qui  existe  en^ 
le.s.  coordonnées  d’une,  ligne  plane  étant  exprimée  ,pir 
F (x,_y)  = o,  d'où  y^fx  , on  aura , en  faisant  varien^ 
l’abscisse  x de  la  quantité  Ax  , et  représentant  pat' 
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£iy  la  variatioh  correspondante  de  y , l’équatiori 

i^y=fxù.x+fx-~+  etc.  C éq.  (2)  , artt'  3] , 
• . . 
d’où  , • * 

£ =/'^  + A ^*  + (85) ; 

pig.  donc  pour  le  seul  point  E de  la  courbe  ayant  pour 
* ei  4- coordonnées  a;  et  ^ , ce  qui  donne  Ax=o,  d’où 
Ayz=o,  l’équatiüu  (85)  se  réduira  à celle 

C86). 

qui  est  la  dilFérentielle  de  l’équation  F (x,y)  de  la 
courbe.  > • 

Substituant  dans  l’équation  (85)  les  valeurs  r^pec- 

•'"■è-  ë ' S •«•  ■ , O» 

retrouve  l’équation 

» 

•A.  > A I ùx*  , 


dx^  2.3 


etc. 


qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  (3g)  démontrée 
à l’article  38. 


S II. 

gy.  Problème.  L'équation  d'une  courbe  étant don-- 
née  , déterminer  par  le  seul  calcul,  si  celte  courbe 
présente  sa  concavité  oü  sa  convexité  vers  l’axe  des 
abscisses. 
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Solution.  Soient  a:  et  y le»  coordonnées  CD  , DE  Fig.3, 4. 
du  point  E de  la  courbe  } x',  y'  celle»  CG , GH  du 
point  H,  d’où  DG  = A a:  et  HR  =A^.  Menons  la  corde’  ^ 

EH  ; sur  le  milieu  R de  DG  , élevons  la  perpendicu- 
laire RP  que  dans  la  figure  4 nous  prolongeons  jus- 
qu’à sa  rencontre  en  Q avec  la  cordeî  Cela  posé  , nous 
aurons 


, , ' , dy  Ax  „ d’y  Ax* 

RQ  = Hj+y  )=j'  + ^ T + 3$  rî 


(Py  Ax*  , 

+ 3^  3X5+®“=- 


.(û). 


Mais  l’ordonnée  RP  ayant  pour  abscisse  CR=CD+DR 
= X -f-  î Ax,  on  aura 


rr  y I I t I etc  fiV 

■^+3x  a +3x*a.a* +3x*  a.3.a*  ’ 


donc 


RP—RQ  iX—.—sÿ, 


. dx 


a.a^ 


dx*  a . 3 . a* 


■ etc. . .(c). 


Or,  Ax  étant  une  quantité  arbitraire  que  l’on  peut 
toujours  prendre  assez  petite  pour  que  chaque  terme 
des  suites  (et)  , (é)  , (c)  soit  plus  grand  que  la  somme 
de  tous  ceux  qui  le  suivent  (*);  de  plus  , Ax*  étant 
toujours  positif  quel  que  soit  le  signe  de  Ax  , il  s’en- 
suit que  si  la  courbe  présente  sa  concavité  vers  l’axe 
des  abscisses  (fig.  3 ) , ce  qui  donne  RP>^RQ,  il 

faut  nécessairement  que  la  valeur  de  soit  néga- 
tive. Mais  si  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l’axe 


('“)  Voyes  le  renvoi  de  l’article  6g  , page  106. 


Digitized  by  Google 


i58 


CALCULS  DtfFERENTIEL 


des  abscisses  (Eg.  4)  » ce  qui  donne  RP<^RQ,  il  faut 
que  la  valeur  de  soit  positive. 

Donc  , règle  générale , pour  connaître  si  une  courbe 
donnée  par  sa  seule  équation  , tourne  sa  concavité  ou 
sa  convexité  vers’l’un  de  ses  deux  axes  , on  prendra  cet 
axe-là  pour  celui  des  abscisses  x ; on  dijfcreiitiera  deux 
fois  r équation  donnée,  et  prenant  dans  L'équation  dijfé~ 

r rcntielle  du  second  ordre  la  valeur  de  , on  verra 

dx-* 

si  cette  tvaleur  est  positive  ou  négative  ; dans  le  pre- 
mier cas  , on  conclura  que  la  courbe  est  convexe  re- 
lativement à cet  axe  ; et  dans  le  second  cas , quelle 
est  concave  vers  ce  même  axe. 

Exemple.  Déterminer  si  la  courbe  de  l'équation 
y“  = ax  — x^  est  concave  ou  convexe  vers  son  axe 
des  abscisses. 

Différentiant  une  première  fois  l'équation  donnée  , 
on  a 2ydy=adx—Zx'‘dx , et  une  seconde  différentiation 
donne  dy^~\-yddy=^ — 3.cdx'’.  Mais  de  la  première  équa- 

\ (a 3.r“V(Zx“ 

tion  différentielle,  on  tire  = ^ — — — . Donc 

4(,ax — x) 

V substituant  cette  valeur  de  dy^  dans  l’équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre  , et  prenant  la  valeur  de 

^liy 

dx 


■7-  . on  aura 


ddy P n*+  — 3a: 

^ 4 JJ 


Or  , y ne  pouvant  être  une  quantité  réelle 
d’après  l'équation  donnée  , que  si  a a:*;  il  est 
clair  qu’on  aura  l’inégalité  a” -J-  6ax^3x*;  donc  la 
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valeur  de  est  fsscntiellement  négative  , et  par 

conséquent  la  courbe  de  l’équation  donnée  présente 
sa  concavité  dans  tout  son  cours  à l’axe  des  abscisses. 


§ III.  - 

De  la  Méthode  des  tangentes  pour  les  Courbes 
planes  , considérées  parleurs^  équations  entre 
les  coordonnées. 


q8.  Soient  y'  et  x'  les  coordonnées  de  la  sécante  j 
NlélILj  ^ et  a:  celles  du  point  E de  section;  ce  qui 
donne  jjour  équation  de  cette  sécante 


*y -y 


sinHiVG  , , . 


sin 


, sinlüNG  Ay  . . , i v. 

Mais  ...îTS  ~ donc  généralement  1 équation 
sinJNHG  Ax 


de  la  sécante  est 


/— — x)...(87)  , 


quel  que  soit  l’angle  YCX  formé  par  les  coordonnées. 

qg.  Mais  faisant  tourner  la  sécante  NL  autour  du 
point  E en  l’éloignant  de  l’axe  AX  dans  la  figure  3, 
et  la  rapprochant  du  même  axe  dans  la  figure  4>  1®* 
deux  points  de  sections  se  rapprochent  sans  cesse,  et 
par  conséquent  les  quantités  Ajr  et  Ax  diminuent 
sans  cesse  , sans  altérer  les  coordonnées  y (ED)  , 
X (CD)  qui  restent  les  mêmes  dans  ce  mouvement  de 
rotation  de  la  séc^te  ; enfin  lorsque  le  point  mobile 
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f ig.3, 4.  de  section  H se  confond  avec  le  point  fixe  E , ce  qui  est 
le  cas  où  la  sécante  devient  tangente , on  a A o 
et  = O ; donc  représentant  suivant  la  notation  que 

nous  avons  adoptée,  par  ^ ce  que  devient  ^ lorsque 

les  deux  termes  de  cette  fraction  s’évanouissent  simulta- 
nément, on  aura  l’équation  (87)  qui- se  réduira  àce'lle 


' dx 


laquelle  est,  conséquemment , l’équation  générale  des 
tangentes  des  courbes,  quel  que  soit  l’angle  formé  par 
les  coordonnées. 

ICO.  La  forme  de  l’équation  (88)  nous  indique  que 

^ exprime  le  rapport  du  sinus  de  l'angle  formé  parla 

tangente  avec  l’axe,  des  abscisses  au  sinlfs  de  la  diffé- 
rence de  ce  même  angle  à celui  des  coordonnées,  et^ 
par  conséquent  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
formé  par  la  tangente  de  la  courbe  avec  l’axe  des  ab- 
scisses lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires  ; ce 
qu’au  reste  on  pourrait  déduire,  à priori,  de  l’équa- 
tion (88),  en  observant  que  pour  un  point  queloonque 
de  la  tangente  BEF,  on  a 

or  BED  = YCX  — EBD; 

X — X sm  BEU 

donc , etc. , 

101.  Faisant  dans  l’équation*  (87)  = o , on  a \ 


af — xi= — - 


ou 


mais  le  signe  qui  affecte  x'  ou  CN , n’étant  dans  la 

figure 
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figure  3 que  relatif  à la  position  de  cette  abscisse  par  Fig-  34- 
rapport  aux  abscisses  positives  comptées  depuis  l'ori- 
gine C vers  X,  on  aura  CD-f-CN  (fig.  3)  et  CD  — CN 

( Eg.  4 ) > (iu  » pour  les  deux  figures , DN  = Donc 

ày 

représentant|par  (S. s)  la  sous-sécante  d'une  courbe 
plane  , on  aura  généralement  . 


•C89). 


(S.t): 


•(90)- 


103.  Donc  aussi  représentant  par  (S.t)  la  sous- 
tangente  d'une  courbe  plane , ou  aura , à Cause  de 

la  réduction  de à ^dans  le  cas  particulier  où  les 
Ay  dy 

deux  points  de  sections  se  réunissant  en  un  seul  ne 
donnent  plus  qu'un  point  de  tangence , l'équation 

io3.  Les  quatre  équations  (87) , (88) , (89) , (go)  que 
nous  venons  de  démontrer  , sont  extrêmement  utiles  et 
remarquables  par  la  promptitude  avec  laquelle  elles 
donnent  les  équations  des  sécantes  et  tangentes , ainsi 
que  les  expressions  des^sous-sécantes  et  sous^tangentes 
d'une  courbe  quelconque  donnée  par  son  équation  , et. 
* quel  que  soit  l'angle  des  coordonnées.  Mais  pour  plug 
de  facilité  , l'angle  des  coordonnées  pouvant»être  pris 
à volonté  sans  dénaturer  la  courbe  , l'on  ést  convenu 
de  prendre  cet  angle-là  ^roit  , et  alors  il  est  clair  que 
représentant  par  a'  et  a les  tangentes  trigonométriques 
de  l’angle  LNX  de  la  sécante  avec  l’axq^es  abscisses, 
et  de  l’angle  FBX  de  la  tangente  avec  le  même  axe  , 
l’on  aura 

(9i)....af'=-|^, 


“=^---CÿO. 


11 
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Passons  à des  applications. 

104.  Trouver  l’équation  de  la  sécante  des  sections 
coniques  et  l expression  de  leur  sous-sécante. 

On  sait  que  l’équation  générale  de  ces  courTies 
peut  toujours  être  ramenée  à trois  terq|ps,  et  de  la 
• forme 

y = Px  + Qx*.  i...y.(a), 

en  représentant  par  P le  paramètre  au  premier  axe, 
et  par  Q le  quotient  de  ce  paramètre  divisé  par  l’axe 
principal.  Prenant  la  différence  de  l’équation  (a)  , 

il  vient  > ; ■ 

♦ , * 

ay  4 4* '^3'*  = ï*  ^ Q ^ *^7 

d’où  l’on  tire  , 

Ay=  — y ±:  V/C>'*+  P J3+  aQjC  + Q Ao;*3- 
Divisant  cette  équation  par  Ax,  et  substituant  la  valeur 
de  dans  l’équation  (87) , on  aura  l’équation  de- 

mandée.  Renversant  la  valeur  de  , afin  d’avoir  celle 

de  — — , et  multipliant  cette  valeur  par  y , on  aura 

l’expression  de  la  sous-séc^nte  des  courbes  du  second 
degré  [équat.  (89)].  ,,  , . 

C’est  le  dernier  exemple  que  nous  donnerons  pour 
les  sécantes  d*t  on  fait  un  bien  moindre  usage  que  de» 
tangentes. 

105.  Trouver  t équation  de  la  tangente  des  courbes 
du  second  degré. 

f 


'i 


\ 
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Dîfférentiant  Téquarion  (a)  de  l’article 
on  a’ 


I 


<fy P + 

dx  ay 


(«)i 


iG3 

précédent , 


donc  l’équation  aux  tangentes  des  sections  coniques  est 
y -y~ (*'-*)  ■...(*)[  éq.  (88)3-  , 

loS.  Trouver  t expression  générale  des  sous-tangentes 
des  sections  coniques. 


Renversant  l’équation  (o)  dfe  l’article  précédent , et 
la  multipliant  ensuite  parj^ , oii  a pour  toutes  le»  courbe» 

du  secbnd  degré  , ou  , ’ ’ ' 


Dans  la  parabole  , l’on  a Q = o et  y = Px  ; donc  la  j;- 
sous-tangente  de  cette  courbe  est  = ax , ce  qu’on 
sait  déjà. 

107.  On  appelle /ognrttAmiçue,  la  courbe. ..CDEH...  Fig.  5. 
dont  chaque'  abscisse  AB  est  le  logarithme  de  l’ordon- 
née correspondante  BE  dans  un  système  de  logarithmes 
qui  a sa  base  b donnée  directement , ou  donnée  par  le 
module  (♦).  Ainsi  l’équation  de  la  logarithmique , est 
X = (Lj)  y , ou 

....(a); 

donc  cette  courbe  s’étend  indéfiniment  du  côté  des  x 


(*)  Puisque  reprétentant-  par  m ce  module  , on  tait  que 

• etc. 

11.. 


t)  ~ t -t-  m -i h — -■ 

3 3.3 
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Fig.  5.  positifs , en  s’éloignant  sans  cesse  de  l’axe  AY  deft  OE- 
données  ; et  elle  s’étend  de  même  indéfiniment  du  côté 
des  abscisses  négatives , en  se  rapprochant  sans  cessa 
de  l'axe  BX' des  abscisses,  sans  pouvoir  jamais  l’at- 
teindre rigoureusement  , puisque  , quelque  grand  que 

• 5»  ' t.«  _ J > 

l’on  suppose  l’exposant  x dans  l’équation  y = — , 

l’ordonnée  y pouira  devenir  plus  petite  qiie  toute 
quantité  assignable , mais  jamais  nulle.  Donc  l’axe  des 
abscisses  est  assymptote  de  la  logarithmique. 

Faisant  successivement  x = o et  a;  = i dans  l’équa- 
tion i (a)  , on  3^^=  t ety'  = & ; donc  l’ordonnée  AD 
^ qui  passe  par  l’origine  A des  abscisses  , est  égale  à 
l'unité  , et  celle  BE  qui  correspond  àl'abscisse  AB=i, 
est  égale  à la  base  b de  la  logarithmique.  ’ 

io8.  DilFérentiant  l’équation  de  la  logarithmique 
(^équat.  (a)  de  l’art,  précédent]  , on  a 

^ ^ = b^lb  = mb^  = my  ; 

donc  l’équation  delà  tangente  à cette  courbe  est 

: , (x  — ,x)....(fl).  , 

<£v  ' "'dcO' 

Renversant  la  valeur  de  , afin  d’avoir  celle  de  -j-  , 
dx  ' .^y 

on  a ■ - '■  ■- 

dx b~^  ■■■■  V ( V - 

dy  ~ m ‘ 

' et  multipliant  cette  dernière  équation  par  cellè  (a) 

. «le  l’article  107  , il  vient  - 

y^ 
dy 


ou.  ( s . t) 

' m 


•Ci); 


b?  Cti  “Jglt 


« 


.0 
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donc  la  sous-tangente  de  la  logarithmique  est  constante  , Fig.  & 
propriété  très-remarquable  de  cette  courbe. 

De  même  que  pour  les  logarithmes  qui  sont  appelés 
naturels  dans  le  système  qui  a pour  module  l’unité  , 
nous  appellerons  logarithmique  naturelle,  celle  dont  le 
module  sera  l’unité,  c’est-à-dire  qui  aura  pour  sous-tan- 
gente constante  l’unité  ; telle  est  la  logarithmique  re- 
présente par  la  figure  5 . ^ 

Les  abscisses  de  cette  courbe  croissant  comme  la 
suite  naturelle  des  nombres  , il  est  clair  que  chaque 
tangente  coupe  l’axe  de*  abscisses  au  pied  de  l’ordon- 
née qui  précéda  immédiatement  celle  qui  aboutit  au 
point  de  contact.  ». 

109.  La  sous-tangente  de  la  logarithmique  qui,  comme 
BOUS  venons  de  le  voir,  est  constante,  étant  prise  sur 
l’axe  assymptotique  XX',  devient  variable  lorsqu’elle 
est  prise  sur  l’axe  AY  qui  coupe  la  courbe  à son  som- 
met D.  En^ffet,  prenant  AY  pour  axe  des  abscisses  , ‘ 

et  XX'  pour  axe  des  ordonnées , ce  qui  donne  pour 
l^xpression  des  sous-tangentes  des  courbes  la  quantité 

, en  représentant  par  x les  ordonnées , et  par 
dx 

y les  abscisses  , on  aura  par  la  dilFérentiation  de 


^-.mb’  d’où^è: 


ou 


l’équation  ^ = é* , celle  ~ = 

( S • t)  = mxy  , quantité  qui , évidemment,  est  va- 
riable : car  si  l’on  avait  ajy  c=  à une  constante  c , d’oii 

X - , on  parvienc^ait  à l’équation  manifestement  ab- 
surde ç = ^ (Lj)  y. 

Dans  la  logarithmique  naturelle,  l’on  a pour  x=r  1 », 
la  sous-tangente  AF=é , ce  qui  est  le  cas  représenté  par 
la  figure  5.  1 
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Fig.  5. 


1 10.  Représentant  par  a>  l’angle  formé  par  la  tan> 
gente  à la  logarithmique  et  l’axe  assjmptotique  X'X  , 
on  aura 


• tang  a = 


dx' 


donc  (Lj)  tang  a = (L»)  m ■+•  (L»)  y , 
ou  (L>)  tang®  = (L»)  m JC. . ..(a).  ^ 

Donc  si  dan^a  logarithmique  ayant  pour  base  la  quan- 
tité b , on  ajoute  à l’abscisse  x d’un  point  quelconque 
de  la  courbe  , la  quantité  constante  (L>)  m , on  aura 
dans  le  même  système  logarithmique , le  logarithme  de 
la  tangente  trigonométrique  de  l’an|^e  formé  par  la 
tangente  de  la  courbe  corraâpondante  à l’abscisse  x,  avec 
l’axe  assymptotique  pris  pour  axe  des  x. 

Faisant m=i , l’équation  (a)  se  réduit  à celle 
l tang  a = JC. (i)  , 

* ce  qui,  au  reste , aurait  pu  se  trouver  à priori , en  obser- 
vant que  dans  lalogarithmique  naturelle,le  c%té  de  l’angle 
droit  adjacent  à l’angle  aigu  formé  par  la  tangente  et  l’alfb 
des  abscisses,  étant  égal  à l’unité  qui  est  le  rayon  des 
tables,  nécessairement  l’autre  côtéde  l’angle  droit,  c’est- 
à-dire  , l’ordonnée  correspondante  y , est  la  tangente 

* trigonométrique  de  cet  angle. 

l'ig.  6.  1 1 1 . Si  l’on  conçoit  qu' un  cercle  ALM  tangent  à 

une  droite  X'X  roule  sur  cette  dernière,  jusqu’à  ce 
que  le  premier  point  de  contact  A ayant  fait  toute  une 
révolution  autour  du  centre  du  cercle  générateur  , sa 
retrouve  en  A*  sur  la  directrice  X'X  , la  courbe 
• AA' A" A"  engendrée  dans  ce  mouvement  de  rotation 
par  le  point  A du  cercle  générateur  , s’appelle  cycloide; 
la  droite  AA*  comprise  entre  les  deux  sommets  A , A*, 
et  dont  la  longueur  est  évidemment  celle  de  la  circon» 


i 


e 
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lb7 


( 


férence  du  cercle  générateur,  se  nomme  le  grand  axe  F>g-  S- 
de  la  cyclo'ide  ; enCn  , le  diamètre  A"M*  du  cercle  gé- 
nérateur , lorsque  ce  cercle  a fait  une  demi-révolution 
autour  de  son  centre , étant  évidemment  perpendicu- 
laire sur  le  grand  axe  , et  divisant  la  courbe  en  deux 
parties  égales , s’appelle  petit  axe  de  la  cycloïde . 

IIS.  Cherchons  maintenant  l'équation  de  cette 
courbe.  Pour  y parvenir , considérons  le  cercle  géné- 
rateur dans  l’une  quelconque  de  ses  positions  A' L'M'F  j 
du  point  A'  menons  la  parallèle  A'I  au  grand  axe  , et 
menons  les  cordes  A'F  , GM*  : il  est  clair  que  ces  deux 
droites  sont  égales  et  par  conséquent  parallèles  , puis- 
qu’elles sont  comprises  entre  deux  parallèles  et  sou- 
*tendent  des  arcs  d^  cercles  de  même  rayon  compris 
entre  les  mêmes  parallèles , et  par  conséquent  égaux. 

Donc  les  deux  triangles  GIM*  et  A'BF  sont  égaux; 
d’où  il  suit  que  BF  =GI  =:  sin  GCM*=  sin  A'DF  : 
mais  l’arc  A'DF  du  cercle  générateur  est  égal  à son 
développement  AF  ; donc  représentant  par  u l’arc  dé- 
veloppé A'DF,  par  a:  et^  les  coordonnées  rectangu- 
laires AB  , A'B  , et  par  r le  rayon  du  cercle  généra- 
teur , on  aura  les  deux  équations 
* 

(a) x = — sin  a>  et  y*=r  — cossi. . . .(i)  , 

qui  peuvent  être  considérées  chacune  comme  une 
équation  de  la  courbe! 

1 13.  Mai|^i  l’on  veut  §voir  réqnatîon  de  la  cyclo'ide 
entre  ses  coordonnées  rectangulaires  x etj^,  il  faudra 
éliminer  a entre  les  équations  (a)  et  (é)  de  l’article 
précédent.  Or  , de  la  première  de  ces  équations  , on 
tire  a»  ==  X + \/r‘—  cos'di , et  de  la  seconde  , on  tira 
cos  » = r — y , donc 


4 


« 


0»  = X j/  — y*. 


1 
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r*S'  6.  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i)  de  l’ai> 
ficle  précédent,  on  a 

^ = r — cos  [x  + ^ry  —y*2 (a). 

Il  reste  à résoudre  cette  équation  . c’est-à-dire  , à cher- 
cher la  valeur  d’une  fonction  d’une  seule  variable  en 
fonctions  de  l’autre.  , 

Développant  le  cosinus  qui  est  dans  l’équation  (a)  , 
il  vient 

ry=r* — cos  x cos  ÿ'  ary — r“— cos“x  sin  \/  ary — y’; 

isolant  le  dernier  tenue  , et  élevant  au  quarré  les  deux 
membres , on  a 

• * 

r*(y-r)*-<-ar(_y-r)cosxcos\/a7y-_y*+co8*xcos*v/  2ty-y* 

= r*sin“  y’” s/y — y* — cos*xsin*  v/ ary — y^; 

« ) 

transposant  le  dernier  terme  dans  le  premier  membre  , 
et  ordonnant  par  rapport  à r cos  x , il  vient  l’équation 
du  second  degré 

( r cos  x)*-f-  a (^  — r ) cos  aiy  — y*  ( r cos  x ) 

= sin*  — y'‘~f*Cy  — f)“, 

laquelle  étant  résolue  et  ensuite  divisée  par  r,  donne 

(r-^)co«V^arr— y*->- xsin y/aiy— y 

équation  demandée  delà  cycloïde,  dans  libelle  il  fau- 
drait, si  l’on  s’en  servait,  réduire  la  quantité  y^aiy^y* 
en  parties  graduelles  dq  cercle  , lorsqu'elle  est  précédée 
de  la  caractéristique  trigonométrique  cos  ou  sfn. 

1 14-  Cependant  cette  équation  (é)  [art.  1 133  de  lacy- 
ploïde,  étant  fort  compliquée  par  les  radeaux  et  les  trans- 
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'Cendanteï  I nous  nous  seirirons  pour  avoir  successive-  F'6* 
ment  l’équation  différentielle  de  la  courbe,!  équation  de 
la  tangente  et  l'expression  de  la  sous-tangente,  des  équa- 
tions (a)  et  (è)  de  l’art,  iia,  dans  lesquelles  l’élimi- 
nation de  a»  s’opérera  par  la  simple  différentiation  et  la 
combinaison  des  équations  différentielles.  En  effet , # 
prenant  d’abord  le  rayon  r = i , afin  de  faciliter  , ou 
du  moins  afin  d’abréger  nos  calculs , nous  réservant  de 
le  rétablir  di^  l’équation  finale , suivant  la  loi  d ho- 
mogénéité qui  doit  exister  dans  les  équations  exprimant 
les  relations  des  grandeurs  géométriques  , nou*s  trouve- 
rons que  la  différentielle  de  l’équation  (c)  £art.  1 1 a]  est 

dx  = da  (i  — cos a>  ) =yd'j  f équat.  (i) , art.  lia], 

et  différentiant  l’équation  (i)  [^art.  iia3,  >1  vient 

dy=aânad<t^do>  Ÿ^ay— y*,  doac  ^ — ^ 

ou,  rétablissant  l’homogénéité  avec  le  rayon  r,  on  a 


iL  = /ap'— y‘ 

dx  y 


•(û), 


ce  qtÿ  est  l’équation  différentielle  de  la  cycloïde;  donc 
l’équation  de  la  tangente  KA'  de  cette  courbe  est 


Enfin  divisant  les  deux  membres  de  l’équation  (a)  par 
et  renversant  la  fi-action  résultante,  Pon  a pour 
expression  de  la  sous-tangente 


(S.t)  = 


y' 

Yary  —y' 


■<c). 
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Fig.  6.  Il  est  extrêmement  aisé  de  construire  cette  valeur 
de  (S.t),  puisqu’on  a déjà  GI,  moyenne  proportion- 
nelle entre  M''I(=y)  et  A*I  ( = ar  — y ) , qui  est 
égale  à ^ ; ainsi  prenant  sur  IA' une  longueur 
lE  = IM",  et  du  point  E menant  EH  parallèle  à GM*, 
' on  aura  IH  qui  sera  = (S . t)  j il  n’y  aura  donc  plus  qu’à 
porter  cette  longueur  de  B en  K sur  l’axe  des  abscisses  ; 
ce  qui  donnera , compris  le  point  de  tangence  A'  de  la 
tangente  , les  deux  points  A'  et  K de  laiPhgente  A'K. 

P jg  3 1 1 5.  Ea  normale  étant  perpendiculaire  à la  tan* 

et  4-  gente  au  point  de  tangence  , il  est  clair  que  la  tan* 
gente  trigonométrique  de  l’angle  EBX  formé  par  la 

tangente  avec  l’axe  des  abscisses , étant  ^ (art.  i o3)  , 

celle  de  l’angle  ESX  formé  par  la  normale  ES  avec 

dx  ,,  , , * 

l’axe  dés  X sera  — -j--,  donc  l’équation  générale  de 
"Y 

la  normale  des  courbes  planes  est 
^ (x-x). 

’n6.  Faisant  dans  cette  équationy^' = O , on  a 
x'— X— 

dx> 

•4 

mais  lorsque^''  = o , c’est-à-dire  au  point  S où  la  nor- 
male coupe  l’axe  des  abscisses , on  a x'  = CS  , donc 
9 — X = CS — CD  = la  sous-normale  SD  ; ainsi  repré- 
sentant généralement  la  sous-normale  par  (S . n),  on  aura 
pour  toutes  les  courbes  planes , 


•(93)- 


(S.n) 


dx  ' 


.(94)- 
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117.  Ainsi,  1°  multipliaat  les  deux  membres  de 
l’équation  (a)  |^art.  toS]  par^,  on  aura  pour  toutes 
les  sections  coniques  , 


(S.n): 


P-f-aQx 


118.  s”.  Dans  la  logarithmique  on  a 
^ ^=mj.(art.  108). 

et  multipliant  les  deux  membres  par^,  il  vient 


Fig.  5.  ; 


• ( S.n)  = m^*  = Tni**. 

Faisant  x = o,ona  (S.n)r=m;  donc  dans  la  lo- 
garithmique naturelle  , où  l'on  sait  que  m = 1 , la  tan- 
gente GD  et  la  normale  DB  qui  aboutissent  à l’origine 
D de  la  courbe , sont  toutes  deux  = V/a. 


1 19.  S*.  Multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  Fig-  6. 
(o)  [art.  1 i4D  par^ , on  a pour  la  cycloide 


ydy 

dx 


ou  (S.n)  BF  = — y'. 


Mais  nous  avons  déjà  vu  que  BF  = GI  ( art.  11a)  ; 
donc  la  droite  AT,  parallèle  à celle  GM",  est  normale 
de  la  cycloide  au  premier  point  A'  ; ce  qui  donne  un 
moyen  bien  simple  de  mener  la  normale  , et  par  con- 
séquent la  tangente  ' à un  point  quelconque  A'  de  la 
cycloide.  Sqr  le  petit  axe  A"M"  de  la  courbe  , 
comme  diamètre , décrivez  une  circonférence  de  cercle 
A"GM"L"  ; du  poiut  A'  de  la  cycloide  où  vous  voulez 
mener  la  tangente  , abaissez  la  perpendiculaire  A'I  sur 
le  petit  axe  A*M"  ; joignez  les  points  d’intersection  G ^ 
et  de  contact  M“  par  la  droite  GM“5^nsuite  du  point  A' 
menez  la  droite  A'F  parallèle  à celle  GM",  cette 


« 
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Fig-  6.  droite  A'F  est  la  normale  demandée , et  de  plus  elle 
détermine  sur  le  grand  axe  AA*  le  point  F de  tangence 
de  l’axe  et  du  cercle  générateur  , à l’instant  où  il 
l^nt  d’engendrer  le  point  A'  de  la  courbe.  Menant 
ensuite  une  perpendiculaire  KA'  à la  normale  , cette 
perpendiculaire  est  la  tangente  au  point  A'  de  la  courbe. 
Ce  moyen  de  mener  une  tangente  à un  point  donné  de 
la  cycloïde , est  plus  simple  et  plus  élégant  que  celui 
indiqué  à l’article  114.  ^ 

Fig.  3 120.  Il  est  aisé  de  Toir  que  la  tangente  EB  qÜ^ 

nous  représentons  par  (T),  étant  l’hypoténuse  du  trian- 
^ gle  EDB  formé  par  cette  tangente  E^^  l’ordonnée 

ED  (=zy  ) , et  la^ous-tangente  DB 


(T) 


y y'  dy^  + dx* 

— ^ • 


(95). 


121 . De  même  la  normale  ES  que  nous  représente- 
rons par  (N)  , étant  l’hypoténuse  du  triangle  rectangle 
formé  par  cette  normale  , l’ordonnée  ED  (=_y)  et  la 


sous-normale  DS 


(N)  = 


y\/cly^-j-dx'‘ 


on  aura 


dx 


(96)- 


122.  Lorsque  la  courbe  coupe  l’axe  des  abscisses  , 
comme  cela  a lieu  dans  les  figures  3 et  4>  la  partie  BC 
de  l’axe , comprise  entre  les  points  C et  B où  l’axe  est 
rencontré  par  la  courbe  et  la  tangente  , s’appelle  inter- 
ceptée. Or,  BC=BD  — DC  pour  les  courbes  con- 
caves ( Gg.  3 ) , et  BC  = CD  — BD  pour  les  courbes 
convexes  (fig.  4)  ; donc  représentant  par  (l)  l’inter-; 
ceptée  BC , on  aura 


_yéx<^xdy 


•(97)- 
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1 a3.  Nous  appellerons  co-interceptée  l’ordonnée  CM 
de  la  tangente  BE  qui  a pour  abscisse  l’interceptée 
BC  ou  (I).  Or , les  triangles  semblables  BCM , BDE 

donnent  CM  = représentant  par  (C.i) 

la  co-interceptée  CM‘,  on  aura 

■■  1 24.  L’expression  de  la  co-interceptée  d’une  courbe 
en  fonction  de  x,  ért  très-utile  pour  connaître  si  une 
courbe  est  assjmptotiqne  ; car  si  faisant  dans  la  valeur 
de  cette  ligne  x;i;:oo  , elle  se  réduit  à une  quantité 
constante  et  finie  } c’est  la  condition  pour  que  la  courbe 
soitassymptotique  ; si  au  contraire  cette  valeur  devient 
imaginaire  ou  infinie  lorsque  x = 00  , on  en  conclura 

que  la  courbe  n’a  pas  d’assymptote  coupant  cet  axe. 

■«  • 

Par  exemple , dans  les  sections  coniques  dont  l’équa- 
tion générale  est^  zzzPx  -j~  Qx*  (art.  io4)  , on  a 

xdy  ^ P.T ■+  Qx*  ^ 

-#■  y [ 

et  par  conséquent , ; ^ 

. ' -M'-vv'  '•  P 

et  X =3  T,  ,om  a <C  . i)  = =i  or,  dans 

O , 

l’ellipse , Q est  négatif  j donc  cette  courWn’a  pas  d’as- 
■ymptotes.  Dans  l’hyperbole , Q est  positif  ; donc  cette 
çourbe  est  assymptotique.  Et  enfin  dans  la  parabole.. 
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l’on  a Q = o ; ce  qui  donne  ( C.i  ) = oo  : ainsi  cetta 
dernière  courbe  n’a  pas  d'assymptotes. 

iq5.  Il  est  à propos  de  remarquer  que  cette  règle 
est  en  défaut  lorsque  l’un  des  deux  axes , ou  une  droite 
parallèle  à l’un  de  ces  axes,  est  assymptote  de  la  courbe; 
mais  alors  on  trouve  pour  x = oo  , une  valeur  nulle 
de  y si  l’axe  des  x est  assymptote  , ou  une  valeur 
finie  de^' , si  c’est  une  parallèle  à l’axe  des  x qui  pst 
assymptote.  De  même  l’on  trouve  pour^  = oo  , une  . 
valeur  nulle  ou  finie  de  x , si  l’axe  des  y ou  une  ligne 
parallèle  à cet  axe  est  assymptote. 

Par  exemple , du  côté  des  x négatifs , on  a dans  la 
logarithmique  , 


équation  qui  donne  y = o lorsque  x = oo  ; d’où  il  suit 
que  l’axe  des  abscisses  est  assymptote  de  la  courbe. 

laS.  Nous  finirons  ce  paragraphe  parv  observer  que 
* les  valeurs  particulières  non  affectées  de  différentielles, 
des  tangentes , normales , interceptées  et  co-intercejj- 
tées , se  déduisent  si  aisément  des  valeurs  corresponr 
dantes  des  sous-tangentes  et  sous-normales , qu’il  est  peu 
nécessaire  de  se  servir  des'  formules  différentielles 

(95) (98).  •'  > 

IV. 

De  la  méthode  des  Tangentes  pour  les  Courbes 
planes..  dotU  les  circonstances  sont  données  * 
par  leurtfpcjuatiàns  polaires.  

Fig.  -.  127-  Si  l’on  conçoit  qu’une  droite  PI  de  longueur 

variable , tourne  dans  un  même  plan  autour  d’un  point  F 

# 

# 

t 

• . Digiti?ec  : , C 
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pria  aur  un  axe  AX  , en  croiaaant  ou  diminuant  suivant 
une  certaine  loi  dépendante  de  son  inclinaison  IPX , 
et  exprimée  analytiqi^pent  par  une  équation  entre 
ces  deux  variables  ; l’extrémité  I de  la  droite  variable 
PI  ,#qu’on  appelle  rc^on  vecteur , décrira  dans  sa  ro- 
tation autour  du  point  fixe  P,  qu’on  appelle  pôle,  une 
combe  AFIN...  dont  les  circonstances  seront  données 
par  l’équation  qui  exprime  la  relation  existante  entra 
le  rayon  vecteur  PI , que  nous  représenterons  par  v, 
et  l’angle  variable  IPX  d’inclinaison  de  ce  rayon,  que 
nous  appellerons  anomalie  C* *")  et  représenterons  par  ctt 
Cette  équation , que  l’on  peut  généralementreprésenter 
par  F ( V , a.)  — O,  s’appelle  équation  polaire  de  la 
oqip'be.  L’on  se  sert  souvent  d^cette  équation  , même 
pour  les  courbes  que  leur  nature  semble  particulière- 
ment appeler  à être  considérées  d’après  leurs  équations 
entre  les  coordonnées  ; telles  sont  les  sections  coniques , 
et  entr’autres  l’eUipse  qui  figure  sensiblement  la  tra- 
jectoire des  planètes  autour  du  soleil , et  que  les  astro- 
nomes considèrent  presque  toujc^rs  par  leurs  équations 
polaires. 

138.  Prenant  l’origine  des  coordonnées  rectangulaires 
au  pôle  P de  la  courbe,  il  est  clair  que  les  équations 
de  relation  entre  le  rayon  vecteur  IP  (v)  , les  coordon- 
nées rectangulaires  PQ  (x) , QI  (^)  et  l’angle  d’ano- 


(*)  Quoifjue  cette  dénomination  ne  se  soit  employée  jusqu’à  pré- 
sent dans  les  sciences  exactes  ,l||u’en  astronomie  , pour  indiquer 
la  distance  d’une  planète  à son  aphélie  ( voyez  l’art.  94  et  la 

• note  IX  de  mon  Traité  de  Pfeaigation  ) , il  me  semble  pourtant 
que  l’on  peut  généraliser  cette  d^umination  , lorsque  l’on  consi- 
' dère  les  courbes  pat  leun  équati<m  polaires.  C’est  ce  que  j’ai  fait 
dans  cet  ouvrage.  . . . . 


* 


Fig.  7. 


t' 
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Fig.  7.  malie  IPQ  («)sont  ‘ 

{v*=y*+a:*,  y—vsmei  flH|jx=v  cos  «} . . .(99). 

Ainsi , par  le  moyen  de  deux  de  ces  trois  équations , 
l'une  d’elles  étant  toujours  le  résultat  de  la  combin^soit 
des  deux  autres , l’on  pourra  passer  de  l’équation  aux 
coordonnées  d'une^  courbe  à son  équation  polaire , et 
réciproquement.  Par  exemple  , représentant  respecti- 
vement par  aA  et  aB  le  premier  et  le  second  axe  da 
l’ellipse  , et  par  la  lettre  e son  excentricité  ; enfin  pre- 
nant l’origine  des  coordonnées  au  foyer  P , on  a pour 
équation  de  l’ellipse  entre  ses  coordonnées  rectangu- 
laires PT  (x)  , FT  (y»)  , ceUe 

Ay  = B^—  B*x»  + aB*ex.  • 


Or , y*=  V*—  X*  ( première  équation  dû  groupe  99  ) ; 
donc , substituant  cette  valeur  de  y,  et  aprè.s  cela  pas- 
sant — A*x*  dans  le  second  membre , on  aura 

A*t<‘  = ]^  + e*x*  + aB*ex , 
et  prenant  la  racine  quarrée  des  deux  membres , il  vient 
A«  = B*  + ex  J 

mais  x = V cos  « [ troisième  équat.  du  groupe  (99)3, 
donc 

Au  = B*  -f-  BV  cos  « , 


d’où 


B* 


V = 


■ e cos  et, 


(à). 


ce  qui  est  l’équation  polairqj^de  l’ellipse  dont  on  fait 
un  grand  usage  en  Astronomie  ( voyez  la  note  IX  de 
mon  Traité  de  Navigation"). 

109.  Soit  menée  une  ^ante  quelconque  UFI,  et 
aux  deux  points  de  sécances  F et  1 les  deux  rayons  > 

vecteurs 


*> 
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recteurs  PF  et  PI  : du  pôle  P comme  centre , et  d’un  Fig-  7- 
rayon  égal  au  plus  petit  des  deux  rayons  vecteurs  PF , 
décrivons  l’arc  de  cercle  GHFS ...  ; menons  la  corde 
GF  prolongée  indéfiniment  jusqu’à  K;  enfin  drf  pôle  P 
menons  la  droite  PB  parallèle  à GK..  D’après  cette  cons- 
truction, la  droite  IB  est  une  sécante  polaire  de  la 
courbe , et  PB  en  est  une  sous-sécante  polaire  dont 
nous  allons  chercher  l’expression  en  fonctions  des  deux 
variables  v et  « qui  entrent  dans  l'équation  polaire  de 
la  courbe. 

Du  pôle  P comme  centre , et  d’un  rayon  PO  égal  à 
l’unité , décrivons  la  circonférence  de  cercle  OEDC. . . 
qui  sera  le  cercle  des  anomalies  et,  ; prolongeons  les 
rayons  vecteurs  PI,  PP  jusqu’à  leur  rencontre  en  E et 
D de  la  circonférence  du  cercle  OEDC. . . , et  menons  ^ 

la  corde  ED  qui , évidemment , est  parallèle  aux  lignes 
GK,  PB.  Cela  posé,  nous  aurons  par  la  comparaison 
des  deux  triangles  semblables  IGF , IPB,  la  proportion 

,IG  : gf  ::  IP  ; PB (a); 

mais  représentant  par  v le  rayon  vecteur  PF , on  a 
IG  = Âv ; de  pins,  DL£  s A«  ; d’où 

DE  = asinx^et  at  FG  = m'6inAA«; 

enfin  PI  (=PG  + GI)  Av; 

donc  représentant  la  sous-sécante  polaire  PB  par  (S.sp), 
la  proportion  précédente  (a)  donnera  l'équation 

e • 

X sin  ï Aa  • , » , x 

(S.8p)=3i 1-  3Vsm|  A* (100). 

i3o.  On  appelle  sous-tangente  polaire  d’une  courbe ,' 
la  partie  B'P  d’une  perpendiculaire  élevée  au  pôle  P ' 

la 
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7.  lur  le  rayon  vecteur  PF  qui  aboutit  au  point  de  tan» 
gence  F , comprise  entre  le  pôle  P de  la  courbe  et  le 
point  B'  où  elle  coupe  la  tangente  B'F. 

Pour  trouver  l’expression  de  cette  sous-tangente  po- 
laire , commençons  par  substituer  dans  le  premier  terme 
du  second  membre  de  l’équation  (100) , le  développe- 

ment-  5 ( — ) + ::  ce  qui, 

a fl.a  \ a / a 

Aât  , 

en  divisant  les  deux  membres  de  l’équation  par  — , 
donne 

(S.sp)  — 5V»  4»«tc.-f2vsini  Art (o); 

Mais  faisant  tourner  la  sécante  BFI  autour  du  point 
Exe  F , en  rapprochant  le  point  B de  l’axe  AM , il  est 
clair  que  lorsque  le  point  mobile  de  section  I se  trouve 
sur  le  point  fixe  F , ce  qui  est  le  cas  de  tangence , 
alors  les  quantités  Av  et  A«  s’évanouissent  sîînultané- 
ment,  le  rayon  vecteur  PF  (y)  n’est  pas  altéré , la  sé- 
cante K.FG  au  cercle  GFS  se  change  en  la  tangente  R'F 
au  même  cercle , et  par  conséquent  devient  perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur  PF;  donc  PB',  qui  est  ce  que 
devient  Pf  lorsque  la  sécante  BFI  est  devenue  tan- 
gente en  F , étant  parallèle  à FR',  est  aussi  per^ndi- 
culaire  au  rayon  vecteur  PF  qui  aboutit  au  point.de 
tangence  F.  Ainsi,  représentant  par  (S.tp)  la  sous-tan- 
gente polaire  PB',  et  toujours  suivant  la  notation  or- 
dinaire , par  ^ ce  que  devient  la  fraction  ^.lorsque 

les  deux  termes  s’évanouissent  simultanément;  on  aura 
l’équation  (a)  qui  se  réduira  à celle  » 

• dv 

(S.tp)5-^=v« 
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* (s-tp)  = ^ (loO; 


173 


qui  est  l’expression  générale  des  sous-tangentes  poIaires> 
«t  que  nous  allons  appliquer  à quelques  exemples. 

i3i . Trouver  la  sous-tangente  polaire  deTellipse. . 

DifFérentiant  l’équation  (a)  de  l’article  128,  on  a 


d* (A — bcosæ)* 

dv  B‘e  sin  a. 


.-.(a)} 


et  multipliant  cette  équation  membre  à membre  par  le 
quarré  de  celle  (c)  {|art.  128],  il  vient  ou 


(S.tp)  = 


— B» 

esin  tt' 


.(b). 


►Pour  vériEer  cette  expression  de  la  sons-tangente 
"polaire  de^ l’ellipse  , observons  que  si  l’on  fait  <*=  au 
quart  q de  la  circonférence  du  cercle , alors  le  rayon 
vecteur  se  confondra  avec  l’ordonnée  qui  passe  par  la 
^ foyer,  et  par  conséquent  les  expressions  de  la  sous-tan- 
gente de  la  courbe  considérée  d’après  son  équation 
entre  les  coordonnées  rectangulaires , et  de  la  sous-tan- 
gente polaire , devront  être  identiques  : c’est  ce  qui  a 

lieu , car  la  sous-Cangents* — r dans  le  premier 

* A,  JC 

cas , se  réduit  lorsqu’on  fait  x = A — e,  qui  est  l’abs- 
— A“ 

cisse  du  foyer,  à , et  l’équation  (è)  se 


réduit* aussi,  lorsqu’on  fait  «=  q , à (S-ïp): 


— 5* 


e 
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fig.  8-  i3a.  Soit  supposé  qu«  le  rayon  PB  du  cercle  AEH 
tournant  uniformément  autour  du  centre  P,  la  droite 
LD  perpendiculaire  sur  le  diamètre  AH , glisse  unifor- 
mément le  long  de  ce  diamètre , et  parcoure  le  rayon 
AP  dans  le  même  temps  que  le  rayon  PB  décrit  le  quart 
de  cercle  AB£,  et  ainsi  de  suite  dans  les  autres  parties 
du  cercle  directeur. L’intersection  C des  deux  droites  PB^ 

LD , décrit  par  le  concours  des  mouvemens  uniforme» 
de  ces  droites , nne  courbe  . . . .lACFHK. . . . que  l’on  * 
nomme  quadratfice,  parce  que,  comme  nous  allons  le 
voir  tout  à l’beure , la  troisième  proportionnelle  à son 
ordonnée  PF  et  à son  rayon  AP,  est  rigoureusement 
égale  à la  longueur  absolue  du  quart  AB£,de  la  cir- 
conférence du  cercle  directeur. 

Il  est  manifeste , d’après  la  manière  dont  est  engen- 
drée la  quadratrice  , que  dans  une  position  quelconque' 
PB , LD  des  lignes  génératrices , la  partie  AL  du  dia- 
mètre du  cercle  directeur  parcourue  par  la  perpendi- 
culaire DL,  croit  proportionnellement  à l’arc  AB  par- 
couru dans  le  même  temps  par  l’extrémité  B du  rayon' 
PB;  donc  faisant  AL  , a=AB,  r=xAP,  q=: ABE, 

^ = CL , on  a d’abord 

x'.rV.A'.q,  d’où  tang«  = tang^ (c)  î ■ 

( ensuite  les  deux  triangles  semblable»  PLC,  PAN 
donnent  l’équation 

( »•  — a;  ) tang  *' 

y- — ~r * 

et  y substituant  la  valeur  de  tang  a équat.  (a)], 
il  vient 

r — qx 

>'  = -7-t“sV 
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ce  qui  est  l’équation  de  la  quadratrice  rapporté  à set 
coordonnées  rectangulaires. 


i33.  Si  l’on  fait  x=r  dans  l’équation  (6) , on  aura 
l'ordennée  correqtondante  W’  = J , dont  nous  déter- 
minerons la  valeur  d’après  la  méthode  ensei^ée  à l’ar- 
ticle  6o,  en  commençant  à mettre  l’ iquation  (b)  sous 

la  forme  y = ensuite  différentiant  séparé- 

cot2f 

r 

ment  les  deux  termes  de  cette  fraction , elle  deviendra , 

. . qx 

sin*  ^ 

toutes  réductions  faites  , , fraction  qui  sa 

réduit  à — lorsque  l’on  fait  x = r ; donc  l’ordonnée 

FP=rd’où,  = ^ 


Ainsi , prenant  sur  le  prolongement  de  PA  une  lon- 
^eur  AM  = EF,  on  aurdt  PM  qui  serait  géométri- 
quement la  longueur  absolue  du  quart  de  circonfé- 
rence du  cercle  AIE,  si  la  courbe  . . . .lAFHK. . . . , 
à laquelle  la  belle  propriété  que  nous  venons  d’énon- 
cer a fait  donner  le  nom  de  quadratrice , pouvait  elle- 
même  se  construire  géométriquement  comme  le  cercle  ; 
mais  cette  construction  étant  malheureusement  impos- 
sible , il  s’ensuit  que  la  rectification , et  par  consé- 
quent la  quadrature  du  cercle  n'en  est  pas  plus 
avancée. 


134.  Pour  passer  de  l’équation  aux  coordonnées  rec- 
tangulaires de  la  quadratrice  à son  équation  polaire  , 
nous  nous  servirons  de  la  première  équation  du  groupa 
(99)  > ce  qui  nous  donnera 
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i8a 


8. 
V 


qc 

C08  ~ 

• r 


r»  . ÇT  , 

nais  * = — , dou  — =5«e:  donc 
9 r 


.— y*(9— *) 

Q COS  ce 


Si  l'on  fait  a.=  q , d’où  v = | , on  trouvera  par  la 

méthode  de  l'article  6o  , que  v ou  PF  = — , comme 

9 

nous  l’avons  trouvé  dans  l’article  précédent. 

i35.  Différentiant  l’équation  (a)  de  l’article  13^, 
par  rapport  à v et  à « , on  a 

g cos*tf 

<fv  r {q  — a")  sin  « — cos  a ' 

donc  multipliant  membre  à membre  cette  dernière 
équation  par  le  quarré  de  celle  {ci)  de  l’article  pré- 
cédent , on  aura 


Wet  ,p  ï^(q—ct.y 

-T-  ou  CS.tp)=-- 4.1 i 

dv  " q {q — »)sm  a— rq  coa  et 


,..{b). 


ï36.  Nous  ne  donnerons  pas  plus  d’exemples  pour 
les  courbes  qui , comme  les  algébriques  et  les  transcen- 
dantes que  nous  avons  considérées  précédemment , ont 
leurs  ‘propriétés  caractéristiques  qui  se  traduisent  à 
priori  en  équations  entre  les  coordonnées  ; et  nous 
allons  nous  occuper  d’une  espèce  de  courbes  transcen- 
dantes , appelées  spirales  , que  l'on  ne  traite  que  par 
leurs  équations  polaires  , lesquelles  sont  déduites  d 
priori  de  la  propriété  caractéristique  de  ces  courbes. 


s ' 
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Si  l’on  conçoit  qu’à'mesure^quo  le  rayon  AB  tourne  Fig.  g. 
uniformément  autour  du  centre  A pour  décrire  la  cir- 
conférènce  de  cercle  BCGRB  , le  point  A glisse  uni- 
formément sur  le  rayon  mobile  AB  en  s’éloignant  du 
centre , de  manière  qu’il  soit  rendu  à l’extrémité  B du 
rayon  mobile , lorsque  ce  dernier  est  revenu  dans  sa 
première  position  AB , et  qu’à  une  seconde  révolution 
du  rayon  mobile  prolongé , le  point  générateur  s’éloigne 
toujours  du  centre  , de  manière  à être  parvenu  à une 
distance  AH  =sAB  ^e  ce  centre  à la  fin  de  la  seconde 
révolution  entière  ,du  rayon  mobile  , et  ainsi  de  suite 
indéfiniment  ; le  point  qui  se  meut  ainsi  sur  le  rayon 
mobile  et  sur  son  prolongement , décrira  une  courbe 
ADBEFH. . . . dont  chaque  point  s’éloignera  sans  cesse 
de  son  origine  A,  et  qui  s’appelle  spirale  d’ Archimède  : 
chaque  partie  ADB , BFH,  etc.  de  la  courbe  engendrée 
dans  une  révolution  complète  du  rayon  mobile  AB , 
s’appelle  spire  ; ainsi  la  figure  9 ne  présente  que  deux 
spires  de  la  spirale , qui  peut  en  avoir  un  nombre  in- 
défini. * 

rSy.  Il  est  évident , d’après  la  définition  précédente 
de  la  spirale , que  chaque  rayon  vecteur  AD  est  au 
rayon  AC  du  cercle  directeur , comme  l’arc  BC  décrit 
par  le  rayon  mobile  est  à la  circonférence  entière  du 
cercle  ; donc  représentant  par  r le  rayon  du  cercle 
directeur,  par  cia  circonférence  de  ce  cercle,  par 
le  rayon  vecteur  AD , et  par  a l’angle  d’anomalie  CAB , 
on  aura  la  proportion  v!r::«:c,  d'où 


Telle  est  l’équation  polaire  de  la  spirale  d’Archi- 
mède. Si  l’on  voulait,  par  le  moyen  des  formules  (99)^ 
passer  de  cette  équation  à celle  des  coordonnées  réc- 


it 

t 
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Fig.  9.  tangulaires  , non-seulement  l'équation  résultiuite  per- 
drait la  grande  simplicité  de  celle  (a) , mais  c’est  qu’en- 
core  elle  ne  pourrait  donner  que  des  suites  indéilnies  en 
fonctions  des  coordonnées.  ^ , 


L’équation  (a)  donnerait  un  moyen  bien  simple  de 
diviser  la  circonférence  du  cercle  directeur  BCG  en 
autant  de  parties  égales  qu'on  le  voudrait,  si  l’on  avait 
un  moyen  de  décrire  la  spirale  par  un  procédé  pure- 
ment géométrique , puisque  et  ét^t  donné , le  rapport 
de  et  à O multiplié  par  r , donnerait  la  valeur  correspon- 
dante de  V ; cela  obtenu , du  point  A jiomme  centre  , 
avec  une  ouverture  de  compas  = v , décrivant  l’are 
de  cercle  DL , on  ferait  passer  par  les  points  A et  D 
une  droite  ADC  qui 'marquerait  sur  la  circonférence 
du  cercle  directeur , le  point  de  division  demandé  G. 

i38.  Diiférentiant  l’équation  (a)  de  l’article  précé- 
dent, on  a 


At c 

dv  ? 


STT. 


(a); 


et  multipliant  membre  à membre  cette  dernière  équa> 
tion  par  le  quarré  de  celle  (a)  de  l’article  i3y,  on  a 

T <t* 

—5—  ou  sous-tang  pol.=  AR  =:  - — . . . . (A) . 

a\f  « c 

Mais  — s=  V t équat.  (a)  , art  iSy  3 , donc 

Bons-tang.  polaire  AR  = (c). 

Or,  la  longueur  absolue  de  l’arc  de  cercla  DL  décrit 
du  pôle  A comme  centre  et  d’un  rayon  AD  = v, 
est  évidemment  = v<*  ; donc  la  sous  - tangente  AR 
est  égale  à la  longueur  absolue  de  l’arc  DL  , et 
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par  conséquent  la  sous  - tangente  de  la  courbe  à 
une  extrémité  B d’une  spire  entière  , est  égale  à la 
longueur  absolue  de  la  circonférence  entière  du  cercle 
directeur  ; et  enEn  , généralement , la  sous-tangente  à 
l’extrémité  de  la  n'^'  spire , est  égale  à la  longueur 
absolue  de  n circonférences  du  cercle  directeur.  Belle 
propriété  de  la  spirale  d’Archimède , qui  donnerait 
la  .rectiScation  géométrique  de  la  circonférence  d’un 
cercle  , si  l’on  savait  décrire  géométriquement  la 
spirale. 

iSq.  La  spirale  d’Archimède  n’est  qu’un  cas  par- 
ticulier des  spirales  de  tous  les  genres]^  dont  l’équation 
générale  est 

v”  = p<t’‘ (a), 

•n  considérant  l’un  des  deux  exposans , par  exemple 
celui  m du  rayon  vecteur , comme  étant  toujours  po- 
sitif, ce  qui  peut  se  faire  dans  tous  les  cas  (*). 

L’on  distingue  deux  espèces  de  spirales , savoir  : 
celles  de  l’équation  (a) , et  celles  de  la  même  équation 
lorsque  n est  négatif.  La  première  espèce  de  spirale 
est  surnommée  parabolique , k cause  de  l’analogie  qui 
existe  entre  son  équation  v”=pa."  et  celle 
qui  appartient  aux  paraboles  de  tous  les  genres.  La  se- 
conde espèce  de  spirales  est  surnommée  hyperbolique , 
à cause  de  l’analogie  qui  règne  entre  son  équation 
= P et  celle  = p des  hyperboles  de  tous 
les  genres , rapportées  à leurs  assymptotes. 

La  spirale  parabolique  a évidemment  son  origine 


(♦)  En  effel,  si  les  deux  czpnsans  m etn  sont  négatifis,  l’éqoa- 
tion  (a)  peat  se  mettre  sous  la  forme  et  si  le  seul 

•xposani  7ti  est  ntfgatif,  IVquation  (a)  preudra  la  forme  p 

que  nous  discutons  dans  cet  article. 


Fig.  9. 


Digilized  by  Google 


l86  CALCULS  DIFFÉRENTIEL 

au  centre  de  mouvement  du  rayon  mobile  , puisqus 
pour  o.=  o,  on  av=o,au  lieu  que  dans  les  spirales 
hyperboliques , l’origine  de  la  courbe  est  placée  à une 
distance  inlinie  du  centre  de  mouvement , puisque  pour 
«=o,ona  t'=oo.  De  plus , la  courbe  se  'rapproche 
sans  cesse  du  pôle  sans  pouvoir  jamais  l’atteindre , puis- 
que pour  V = O , on  a <»=  oo  j ainsi  la  spirale  hyper- 
bolique n'a  pas  une  spire  entière  , quoique  la  quantité 
dont  elle  en  dÜFère  soit  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée.  » 

140.  La  spirale  hyperbolique  du  premier  genre  , 
c’est-à-dire  celle  qui  a pour  équation 

a,  comme  la  logarithmique , sa  sous-tangente  constante 
(art.  108).  En  effet,  différentiant  l’équation  précé- 
dente, on  a 

du—  — 

et  combinant  cette  équation  différentielle  avec  la  pri- 

. . v*d  « 

mitive , on  a , ou 

(S.tp)=  — P ..(6). 

i4i-  Il  n’est  pas  possible  de  passer  des  équations 
polaires  des  spirales  aux  équations  complètes  d’un 
nombre  limité  de  termes  , ainsi  que  nous  l’avons  déjà 
dit  à l’article  i3y  ; mais  on  peut  aisément  dans  les 
spirales  de  même  que  dans  toutes  les  autres  courbes 
planes,  parvenir  à une  équation  différentielle  qui  ne 
contienne  plus  que  des  fonctions  algébriques  des  deux 
coordonnées  rectangulaires  _y  et  x , avec  les  différen- 
tielles dy  et  dx. 

En  effet , différentiant  les  deux  dernières  équations 

I 
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du  groupe  (99) , ou  a . 

dyzzzdv  sin  <t-f- vd«  cos  et  tidx=zdvcom—vditùn  a, 
ou  dy=.dv  sin  et  -f-  xdet  et  dx—dv  cos  et  —ydu  ; 
éliminant  dv  entre  ces  deux  dernières  équations,  on  a 
dy  cos  et  — dx  sin  et  = xdet  cos  et  -{-  yd<t  sin  et  ; 


mais  cos  et  = - = 

V 


■X 


.(102), 


, et  sin  et  = y , 

Vy*-\-x*  , ■ y^y*-i-x‘ 

donc  xdy  —ydx  s=  (y*  + x®  ) det , 

d’où  l’on  tire  ’ ’ . 

y®+x» 

Ainsi  dilférentiant  l'équation  polaire  d’une  courbe 
plane  quelconque  j substituant  dans  cette  équation 
différentielle  la  .valeur  précédente  de  dct , ainsi  que 

celle  de  dv=  d.  =s  .yd^_^_x^  _ enfin 

- - v/y»+x* 

éliminant  et  par  le  moyen  de  l’équation  proposée  qui 
donne  la  valeur  de  cette  anomalie  en  fonction  duTayon 
vecteur  v ou  x®,  on  aura  l’équation  différen- 

tielle de  la  courbe  rapportée  à ses  coordonnées  rectan- 
gulaires et  X. 

Par  exemple,  dilférentiant  l’équation  (a)  {[art.  iSg] 
aux  spirales  de  tous  les  genres , on  a 

m\^~'dv  = npat"‘*’d(t , ' 

et  substituant  dans  cette'dernière  équationles  valeurs  pré- 
cédentes de  dat,du,  ainsi  que  celles  de  v y^-\-x*  et 

* ) «n  

y/(  y® -f-x®  )"■("-*) 


de  *"“*= — =ÎL 

p«t 


on 
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aura , toutes  réductions  faites  , 

ftA 1 

+ xy‘(^ydy  — xdx)  = np’  {xdy  —ydx) , 

ce  qui  est  l’équation  différentielle  de  toutes  les  spi- 
rales considérées  par  rapport  à leurs  coordonnées  rec- 
tangulaires. 

142-  Outre  les  spirales  que  nous  avons  considérées 
précédemment , et  qui  ne  sont  transcendantes  que  par 
l’angle  d’anomalie  a ^ il  y a encore  les  spirales  dont  les 
deux  variables  sont  transcendantes,  et  dont  l’équation 
est  de  la  forme 

log  v = c4 (a)  , 

ces  courbes  s’appellent  spirales  logarithmiques.  Celle 
qui  est  le  lieu  de  l’équation  (a)  est  dans  le  système  qui 
a un  module  quelconque  m;  et  par  analogie  avec  ce, que 
nous  avons  dit  sur  les  logarithmes  et  logarithmiques, 
la  spirale  logarithmique  naturelle  a pour  équation 

, lv=A (i). 

Faisant  tt  = o dans  l’équation  (a)  , il  vient 
log  V = O , d’où  ’v—  1 : 

donc  la  spirale  logarithmique  ayant  son  origine  à l’ex- 
trémité du  rayon  du  cercle  directeur , s’étend  indéfini- 
ment en  dehors  de  ce  cercle  par  des  spires  qui  s’é- 
loignent toujours  plus  de  sa  circonférence  ; mais  pour 
les  valeurs  négatives  de  et,  la  spirale  s’étend  indéfini- 
ment en  dedans  du  cercle  directeur  , par  des  spires 
qui  se  rapprochent  sans  cesse  du  centre  du  cercle  ou' 
pôle  de  la  spirale  , sans  pouvoir  jamais  l’atteindre  , 
puisque  pour  v = o,  on  aurait  log.  v = — 00. 

143-  DifTérentiant  l’équation '(a)  de  l’article  pré- 
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cèdent , on  a 


189 


du  J J.  . 1 vd» 

— =da,  d où  — = -r- (a); 

mu  m du  ^ ' 


mais  V = i“,  en  représentant  par  b la  base  du  système 

logarithmique  qui  a pour  module  m ; donc  — ^ ou 

du 

(S.tp)  = -=:- (i); 

i44‘  Il  est  évident  que  dans  le  triangle  rectangle 
B'PF,  on  a ^ F<S-  7* 

vd* 

~v~~  ~ 


tangPFB'  = ^=^^*P^ 


donc  dans  la  spirale  logarithmique,  la  tangente  de  l’angle 

PFB'  est  égale  à la  quantité  constante  — Qéquat.(a), 

art.  1433.  D’où  l’on  conclut  que  cette  courbe  coupe 
tous  ses  rayons  vecteurs  sous  un  même  angle.  Ainsi 
dans  la  spirale  logarithmique  naturelle , tous  les  rayons 
vecteurs  sont  coupés  par  cette  courbe  sous  un  angle 
demi-droit  (*). 

145.  La  théorie  des  sous-tangentes  polaires  nous  con- 
duit à une  propriété  générale  des  sections  coniques  , 
dont , â ma  connaissance  , aucun  auteur  n’a  fait  men- 


(*)  La  projection  'êqaatoriale  de  la  lozodromiqae  dont  noua 
avons  parlé  avec  beancoup'de  détail  S la  noteIV.de  notre  TraUé 
de  Navigation  , est  évidemment  une  spirale  logarithmique  ayant 
-pour  cercle  générateur  l’équateur,  et  pour  pôle  le  centre  de  la  terre 
qui  est  sut  le  plan  de  l’équateut  la  projection  des  pâles  de  la'  , 
terre.  Cette  spirale  logariüimique  a pour  module  la  cotangente 
trigonométrique  de  l’angle  du  rbumb  de  vent  j de  manière  que  la  ’ 
projection  équatoriale  de  la  loxodromique  parconmepar  tin  vaisseau 
qui  gouverne  à l’une  des  quatre  aires  de  vents  snivans  NO  , ME, 
et  SE  du  monda , est  une  spirale  logarithmique  aatuieUe. 


Digilized  by  Google 


igû  CALCULS  DIFFÉRENTIEL' 

7-  tion  , et  qui , cependant , est  très-remarquable , ce  qui 
nous  engage  à la  faire  connaîtj^e. 

Il  est  aisé  de  trouver , par  un  calcul  semblable  à 
celui  de  l’article  ia8,  que  l’équation  polaire  de  l’hy- 
perbole est  de  même  forme  que  celle  (a)  ^art.  128] 
de  l’ellipse , c’est-à-dire  que  toute  la  différence  con- 
siste dans  l’excentricité  e qui , pour  l’ellipse , est 
i/A* — et  pour  l’hyperbole  est  j on  a 

donc  pour  ces  deiix  courbes , 

B* 


A—  yl^ 


•(a)  > 


B*  cos  * 

équation  qui  peut’ être  mise  sous  la  forme 

B» 

4 

A 

W î 


cos  » 


mais  représentant  par  P le  paramètre  au  premier  axe , 

'b*  P • . 

on  a — = - ; donc  l’équation  {b)  se  réduit  à celle  ' 


.(c) 


nA 


cos  « 


qui  est  générale  à tontes  les  sections  coniques  en  pre- 
nant le  signe  — pour  l’ellipse , celuf  -f-  pour  l’hyper- 
bole, et  faisant  A = l pour  la  parabole. 

Différentiant  l’équation  (c) , on  a celle 


da. 

Tv' 


■w. 
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et  multipliant  cene  équation  membre  à membre  par  Fig.  7. 

le  quarré  de  celle  (c),  il  vient 

80us-tang.  pol.  de  toutes  les  courbes  du  second  degré 


donc  représentant  par  le  rayon  PB'  de  la  ligne 
engendrée  par  le  sommet  B'  de  l’angle  formé  par  la 
tangente  Ffi'  et  la  sous-tangente  PB',  on  aura  pour 
équation  polaire  de  cette  ligne 


Mais  l’angle  B'PX  formé  par  le  rayon  vecteur , et  l’axe 
PX  que  nous  représentons  par  est  égal  à l’angle 
droit  B'PF  -f-  « ; donc  sin  <e  =3  — cos  et'  j ainsi  substi- 
tuant cette  valeur  dans  l’équation  (f)  , ensuite  multi- 
pliant les  deux  membres  par  cos  et.',  et  faisant  attention  » 
que  1/  C08  «'  = PY  = — X , on  aura  pour  équation 
du  lieu  de  tous  les  points  B'  . • ^ 


ce  qui  est  l’équation  d’une  ligne  droite  VM  parallèle 
à l’axe  des  ordonnées  y. 

H sera  aisé  de  construire  cette  valeur  de  x [|éq.  (g)J,' 
en  observant  que  faisant  « = 100“*,  le  rayon  vecteur  se 
, confond  avec  l’ordonnée  PY,  passant  par  le  foyer  P j et 
la  sous-tangente  polaire  v'  se  confond  avec  celle  PV  aux 
coordonnées  rectangulaires.  Mais  lorsque  <t=ioo‘‘,  ) 
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r>g-  '•  la  formule  (/)  se  réduit  à 


donc  la  lous-tangente  aux  coordonnées  rectangulaires 


e 


Faisant  A — | , on  a pour  la  parabole  PV  =s  5 P ; ainsi 
MVM'  est  la  directrice  de  la  parabole  ; et  par  analo- 
gie, nous  appellerons  directrice  de  toutes  les  sections 
coniques , la  perpendiculaire  MM'  à l’axe  principal  de 
la  courbe  qui  coupe  ce  dernier  axe  i.  une  distance  du 
foyer  égale  àla  valeur  que  nous  venons  de  trouver  à PY. 


Donc,  généralement,  la  directrice  des  sections  coniques 
est  le  lieu  des  extrémités  extérieures  des  sous-tangentes 
polaires  de  ces  courbes.  i 


146.  Cette  belle  propriété  des  sections  coniques 
donne  un  moyen  bien  simple  , et  qui  est  général  à 
toutes  ces  courbes , de  mener  une  tangente  par  un  point 
donné  F de  la  circonférence , puisque  menant  au  point 
donné  F le  rayon  vecteur  PF,  et  au  point  P la  perpen- 
diculaire PB'  à ce  rayon,  le  point  d'intersection  B'  de 
cette  perpendiculaire  avec  la  directrice  MM',  sera  un 
second  point  de  la  tangente  demandée. 


147.  La  distance  TY  d’un  point  quelconque  d’une 
courbe  du  second  degré  à sa  directrice  MM'  est 


__'Vp^pt~yp+« 

art,  1453. 


“l/  (‘  -à) 


[éq.  (A), 
Mail 
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P+axj/  iqr^ 

Mais  le  rayon  vecteur^  = — — — — ^ (*)  ; 

donc , dans  tonte  section  coniÿie , la  distance  d’un 
point  quelconque  de  la  circonférence  de  la  courbe  à 
la  directrice  est  au  rayon  vecteur  correspondant  , 

> I / P ’ 

comme  l’unité  est  à \x  î ¥ “r-  Ce  rapport  est  celui 


comme  l’unité  est  à 1 Ce  rapport  est  celui 

de  l’égalité  lorsqu’on  fait  A=’J,  propriété  très-connue 
de  la  parabole.  Le  même  rapport  nous  donne  la  dis- 
tance d’un  point  de  ffcourbe  à la  directrice  plus  grande 
que  le  rayon  vecteur  dans  l’ellipse , et  l’inverse  dans 
l’hyperbole. 

148.  Dans  la  spirale  d’Archimède  ^ l’on  a 

' DAB  (<t)  = DAR  (9)  H-  RAB  («t')  , 

donc  l’équation  (6)  [^art.  i38]  nous  donnera  pour 
équation  du  lieu  de  toutes  les  extrémités  R des  sous- 
tangentes  polaires  de  la  spirale  d Archimède  , celle 

' ^ -t- y.- Ca)  . . . - ’. 


(*)  Prenant  l’origine  des  coordonnées  an  foyer  P des  sections 
coniques , l'cquation  anx  coordonne'es  rccungulaires  de  l’ellipse  dt 
de  l’hyperbole  est  , r 

■X  À*  ï?’ ’ ' 

Mais  s"  =y  -t-  X*  J donc  pour  ces  sections  coniques  j on  a 

B< -♦- ( A*  B"  ) X* -f- oB'ex  B*  + e’x’ uB*«x 


A 
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ce  qui  est  l’équation  de  la  spirale  parabolique  du  pre- 
mier genre, 

i4g.  Dans  la  spirale  hyperbdilque  du  premier  genr» 
(art.  i4o)  , on  a v'  = — P [équat.  (6)  , art,  140]  j 
donc  puUque  v',  rayon  vecteur  de  la  ligne  engendrée 
par  les  extrémités  des  sous-tangentes  polaires  de  la 
courbe  ci-dessus , est  constante  ; il  suit  que  la  courbe 
aux  sous-tangentes  polaires  de  la  spirale  hyperbolique 
du  premier  genre , est  le  cercle  ayant  pour  rayon  p , 
et  par  conséquent  Ip  cercle  directeur  de  la  spirale  eu 
question,  ^ 

i5o.  Dans  la  spirale  logarithmique  , ona  *'  = <*— q, 
d’où  <t  = et'  +q  ; donc  l’équation  (b)  [art,  i433  don- 
nera pour  équation  polaire  de  la  courbe  aux  sous-tan- 
gentes de  la  spirale  logarithmique , 

v'  = (a)  J 


♦ 

‘ d’où  il  suit  que  cette  courbe  aux  sous-tangentes  est 
elle-même  une  spirale  logari&mique. 

Fig-  7-  1 5 1 . On  appelle  sous-normale  polaire  , la  partie  PR 

de  la  perpendiculaire  B'R  au  rayon  vecteur  PF,  com- 
prise entre  le  pôle  P et  le  point  R,  où  la  perpendicu- 
laire est  coupée  pw  la  normale  FR, 

Le  rayon  vecteur  FP  étant  la  perpendiculaire  abais- 
sée dans  le  triangle  rectangle  B'FR  du  sommet  F de 

PF* 

l’angle  droit  sur  l’hypoténuse  B'R , on  a PR  = ^ ; 

mais  PF  = V , B'P  = ( art,  i3o  ) j donc  représen- 

tant par  (5,np)  la  sous-normale  polaire  PR  , on  aura 
généralement 
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i53.  Donc,  1*.  renversant  l’équation  (d^derar- 
tlcle  145,  on  a pour  toutes. les  sections  coniques. 


la  sous-n.  pol. 


i53.  a®.  Renversant  l’équation  (a)  de  l’article  i38,‘ 
on  trouve 

I 


la  sous-norm.  pol.de  la  spir.  d’Archimède  =: 


asr 


•(«).! 


Ainsi  cette  courbe  jouit , comme  la  parabole  con- 
sidérée entre  ses  coordonnées  rectilignes , de  la  pro— 

. priétéd’avoir  sa  sous-norraale  constante;  d'où  nous  coi^ 

durons,  1°.  que  si  nous  prenons  AI  = ^ , et  que  si  du  p; 

point  I nous  menons  à tous  les  points  D , E. . . , où  le 
rayon  vecteur  ADE. . . , prolongé  indé&niipent , ren- 
contre toutes  les  spires,  les  droites  ID,  lE , les 

perpendiculaires  DR , EM en  D 

droites  ID , lE 'seront  tangentes  à la  courbe. 

a*.  Que  toutes  ces  tangentes  rencontreront  la  perpen- 
diculaire IR . . . . au  rayon  vecteur , à la  droi.te  de  ce 
rayon , puisque  la  sous-normale  constante  AI  est  tou- 
jours à la  gauche  du  rayon  vecteur  , et  que  d'ailleurs 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  en  I par 
la  normale  et  la  perpendiculaii%  au  rayon,  vecteur,  est' 

la  quantité  .toujours  positive  ^ j » dans  laquelle  n 

représente  le  nombre  complet  de  spire^i  3®.  "Que"  la 
sous-normale  étant  non-seulement  constante  pour  une 
même  spirale  d’Archimède , mais  encore  pour  tontes  ' 

i3,. 


I 
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F‘S-  9.  ces  courbes  dont  les  cercles  directeurs  diffèrent  entre 
eux  , on  pourra , par  le  même  procédé  que  celui  que 
nous  venons  d’indiquer  pour  mener  les  tangentes  aux  ’ 
différentes  spires  d’une  seule  spirale,  mener  facile- 
ment des  tangentes  aux  points  d’un  nombre  quelconque 
de  spirjales  différentes  ayant  leurs  cercles  direc- 
teurs concentriques  , qui  sont  coupés  par  un  même 
rayon  vecteur.  4°.  Que  le  lien  géométrique  engendré 
par  l’extrémité  I de  la  sous-normale  polaire  de  la  spirale 
d’Archimède,  est  une  circonférence  de  cercle. 

164.  3®.  Dans  la  spirale  logarithmique  , la  sous-nor- 
male polaire  est  =mv  { art.  i43)  ; donc  cette  courbe 
jouit  encore  de  la  propriété  d’ avoir  ses  sous-uormalei 
proportionnelles  aux  rayons  vecteurs.  _ 

§ 

• \ JDes  points  singuliers  des  Courbes. 

155.  On  appelle  ainsi  les  points  d’une  courbe  où  se 
manifestent  quelques  circonstances  particulières  qui 
cessent  d’avoir  lieu  pour  les  points  environnans,  quel- 
que près  qu’on  les  supposé  des  premiers.  Nous  allons 
examiner  successivement  ces  différens  points , et  donner 
les  méthodes  pour  les  reconnaître  par  le  seul  moyeu 
de  l’équation  de  la  courbe. 

156.  La  théorie  des  maxima  et  minima  que  nous 
avons  développée  avec  beaucoup  de  détails  dans  le 
chapitre  IX,  s’applique  de  la  manière  la  plus  simple 
aux  recherches  des  plus  grandes  et  plus  petites  coor— 

• données  d’une  courbe  dont  l’équation  est  donnée  , 
et  -l’on  pouarait  , par  If  moyen  de  cette  seule 
analyse,  conclure,' 1®.  qu’une  courbe  est  susceptible 
d’avoir  des  coordonnée?  maxima  et  minima,  lorsr 
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que  J après  avoir  égalé  le  coeflicient  diiFérentiel  ^ à 

zéro , on  ne  trouve  aucune  valeur  absurde  ou  imaginaire  , 

aux  coordonnées,  a*.'  Que  la  valeur  trouvée  à l'ordon-» 
née^  par  ce  dernier  calcul , sera  un  moxTOu/n,  lorsque, 
substituée , ainsi  que  la  valeur  correspondante  de  a: , 

dans  la  valeur  de  , ce  résultat  sera  négatif  j et 

qu’elle  sera  un  minimum , si  la  valetr  de  est  po- 

sitive.  Or,  la  courbe  présente  sa  concavité  ou  convexité 

à l’axe  des  abscisses , suivant  que  est  négatif  ou 

positif  (art.  97).  Donc  une  courbe  ne  peut  avoir  d’or- 
donnée maximum  qu’en  tant  qu'elle  est  entièrement,  ou 
en  partie  concave  vers  l’axe  des  abscisses,  et  elle  ne  peut 
avoir  d’ordonnée  minimum  qa’ en  tant  qu’elle  est  entière- 
ment ou  en  partie  convexe  vers  l’axe  des  abscisses.  Mais 

si  les  valeurs  des  coordonnées  qui  rendent  — 

font  évanouir  la  valeur  de  sans  faire  évanouir 

celle  de  , la  courbe  n’a  pas  d’ordonnées  d’extrêmes 
grandeurs , etc. 

167.  Toutes  ces  circonstances  peuvent  aussi  aisé- 
ment se  déduire  des  simples  considérations  géométriques 
dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  ce  chapitre.  £u 

effet , ^ exprimant  la  tangente  trigonométrique  do 

l’angle  formé  par  la  tange^  de  la  courbe  avec  l’axe-, 
des  X (art.  io3)  , il  est  clai^u’aux  points  B et  D , où 

l’on  a ^ = O , les  tangentes  HO  et  KL  seront  paral- 
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lo.  lèles  à l’axe  des  abscisses  : ainsi  les  coordonnées  CB  i 

ND  qui  aboutissent  aux  points  de  tangence  B et  D où 

' dv  . ‘ . 

— = O , seront  respectivement  maximum  et  minimum 
dx 

dans  les  parties  concaves  EBM  et  convexe  MDF  ; car 

pour  tout  autre  point  de  la  partie  concave  EBM , la 

tangente  à ce  point  étant  inclinée  vers  l’axe  XX',  on  a 

dy  , ' . 

^ ^ O , et  la  parallèle  menée  de  ce  point  à l’axe  de  x , 

passe  en  dessous  Æ point  B.  De  même,  pour  tout  autre 

dy 

point  de  la  partie  convexe  MDF,  on  a — o,  et  la 

parallèle  menée, de  ce  point  à l’axe  des  x,  passe  en 
dessus  du  point  D. 

A la  seule  inspection  de  la  partie  EBDF  de  la 
figure  10  , on  voit  qu’une  ordonnée  maximum  ne  peut 
aboutir  qu’à  un  point  de  la  concavité  de  la  courbe , 
circonstance  indiquée  par  l’expression  négative  de 

(art.  97)  J et  qu’une  ordonnée  minimum  ne  peut 

aboutir  qu’à  un  point  de  la  convexité  de  la  courbe  , 

circonstance  indiquée  par  l’expression  positive  de 


i58.  Cependant  si  la  valeur  de  x déduite  de  l’équa- 
tion 4^  =:  O , rend  nulles  celles  fle  tous  les  coeiliciens 
dx 

différentiels.  Jusqu’à  celui  d’un  ordre  pair  in- 

clusivement, sans  faire  évanouir  le  coefficient  différen- 
tiel suivant  de  l’ordre  im|||ir  » ü f^ut  en  con- 

clure qu’au  point  de  contact  I de  la  tangente  GP 
parallèle  à l’axa  des  x,  il  n’y  a pas  d’extrêmes  gran- 
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• deur^  dey , et  par  conséquent  ni  convexité  ni  conca- Fig  • 
vité  , et  que  conséquemment  ce  point  de  contact  I est 
précisément  celui  où  la  courbe  passant  de  sa  concavité 
à sa  convexité  , ou  réciproquement , ne  participe  ni  de 
l’une  ni  de  l’autre  de  ces  deux  circonstances  , et  alors 
la  tangente  GP  coupant  la  courbe  à ce  point  I , est  en 
même  temps  tangente  do  la  branche  concave  FI  et  de 
la  branche  convexe  IV.  Cette  théorie  est  conforme  à 
celle  purement  analytique  des  maxima  et  minima  , 
développée  précédemment.  ^ ^ 

Le  point  remarquable  I ou  la  courbe  passe  de  sa 
concavité  à sa  convexité  , ou  réciproquement , s’appelle 
point  d’inflexion  ou  point  de  rebroussement , selon  que 
la  courbe  s’étend  de  part  et  d’autre  du  point  I suivant 
FIV,  ou  du  même  cùté  par  rapport  au  point  I suivant' 
Fir  ou  VIV'. 


Ainsi  à ce  point  I , la  TOleur  du  coefficient  difl’éren- 

tiel^^  (*)  cesse  d’avoir  le  signe  — ou  -f-  quelle  avait 

immédiatement  auparavant  , pour  prendre  le  signe 
contraire  immédiatement  après.  Or  , ce  passage  du 
négatif  au  positif,  ou  réciproquement  ,,ne  peut  avoir 
lieu  lorsque  Invariable  x se  trouve  seulement  comme* 
facteur  du  numérateur  de  la  valeur  du  coeflicient  dif- 
. d'y 

férentiel^^,  qu’en  tant  qu’elle  est  intermédiairenient 

' = O.  Mais  lorsque  la  variable  x est  au  ^nomJnateur , 
>ce  passage  du  positif  au  négatif,  ou  réciproquement , ne 


(*)  C’est  ponr  simpliGrr  qne  nons  ne  parlons  ici  que  du  roeiücient 
dllîiTcnticl  du  second  ordre;  mais  il  est  bien  entendu  que  ce  que 
nous  disons  pour  ce  coclEcicnt  a lieu  pour  celui  de  l’ordre  pair 
30+3  , lorsque  tous  les  pre'ce'dcns  s’évanouissent  par  1a  aubstitntioke 

de  la  râleur  de  x , déduite  de  l’c'qaation  ^ = 0.  ' * 


« 
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Tig.  10.  s’effectue  souvent  que  par  une  valeur  intermédiaùa  de  * 

, • entre  les  deux  résultat*  de  signes  contraires  , qui 

est  infinie  ; tel  serait , par  exemple  , le  cas  où  la  valeur 

de  serait  la  quantité  zp  ^ qui  ne  peut  passer  du 

négatif  au  positif , ou  réciproquement,  qu'en  passant 
par  l’inGni. 

iSg.  Le  caractère  ou=|,  étant  celui 

du  passage  de  la  concavité  à la  convexité  , et  réci- 
proquement , lorsqu’il  ne  fait  pas  évanouir  la  valeur  de 

en  conservant  et  ainsi  de  suite  pour  les  ordre# 


plus  élevés  ; il  s'ensuit  que  si  nous  représentons  par  ^ 

le  numérateur  de  la  valeur  de  dans  le  cas  où  pour 

passer  du  positif  au  négatif , et  réciproquement , cette 
valeur  doit  être  nulle , et  si  de  même  nous  représeq^ons 

par  (px:  la  valeur  du  dénominateur  de  , lorsque  le 

mcmepassage  doitse  faire  parlavaleur  intermédiaire  i de 

, il  faudra  toujours  faire 

çx  = ç (a) 


• , pour  indiquer  la  circonstance  particulière  que  nous  exa- 
minons du  cours  de  la  courbe.  Donc , si  représentant  pan 
a la  seule  racine  réelle  que  nous  considérons  de  1 equa— 
tion(a)  , et  si  substituant  cette  valeur  de  x dana 


V 


f’’!  Nona  Tïc  considérous  que  coite  racine,  parce  ^e  ce 
nom  disons  pour  celle-là,  acgalenaciU  lieu  pour  te*  aulrci , en 
^ont  reeUcs, 
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celle  du  coelHcient  düTérentiel  suivant , et  dans  ceMe  de  F>g-  «*■ 

^ , la  première  de  ces  valeurs  ne  s’évanouit  pas , et 

la  seconde  s’évanouit;  on  en  conclura  qu’au  point  I 
dont  l’abscisse  est  a , et  où  la  tangente  GP  est  paral- 
lèle à l’axe  des  x , il  y a eu  dans  cette  courbe  un 
passage  de  concavité  à convexité,  et 'réciproquement. 

Or , ce  passage  peut  avoir  lieu  de  deux  manières  diffé- 
rentes , soit  1°.  que  la  courbe,  après  ce  point  singu- 
lier I , continue  toujours  à s’éloigner  de  l’axe  des^  sui- 
vant lY  comme  elle  le  faisait  auparavant,  et  alors  le 
point  I est  à'injlexion  horizontale  ; soit  2°.  que  la 
courbe  s’étant  éloignée  de  l’Sxe  des  y suivant  FI  jus- 
qu’au point  I , rebrousse  chemin  à ce’  point-là  pour 
se  rapprocher  suivant  IF'  de  l’axe  des  ordonnées  i 
alors  le  point  I est  de  rebroussement  horizontal  . 

Ce  point  de  rebroussement  aurait  encore  pu  provenir 
de  ce  que  la  courbe  se  rapprochant  suivant  VI  de  l’axe 
des  y jusqu’en  I , rebrousse  chemin  à ce  point-là  pour 
s’éloigner  ensuite  de  l’axe  des  ordonnées  suivant  IV'. 

TT  ♦ 

i6o.  Les  deux  caractères  o , ou  et 

^ = O appartenant  également  aux  points  d’inflexions 

* et  de  rebroussemens  horizontaux  , il  faut , pour  recon- 
naître lequel  de  ces  deux  points  singuliers  a lieu  dans 


(’)  Nous  ajoutons  l’adjectif  horizontale , afin  de  distinguer  celt* 
inflexion  pour  laquelle  la  tangente  GP  est  parallèle  A l’axe  des  r,  des 
antres  inflexions  verticales  et  obliques  dont  nous  parlerons  dans  le* 
articles  suivans. 

(”)  L’adjeetif  horizontal  est  encore  ajoute  an  mot  rebronssa- 
une  raison  semblable  A celle  exposée  dans  le  lenroê 


ment  , par 
prccedoiit. 


I 
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Fig.  10.  la  courbe  qu’on  examine,  trouver  des  caractères  parti- 
. culiers  à chacun  d’eux  ; c’est  ce  que  nous  allons  trouver 

des  deux  manières  suivantes  : 

» 


i 


1®.  Représentant  par  i'  une  quantité  indéterminée 
que  l’on  pourra  généralement  prendre  plus  petite  que 
toute  autre  quantité  donnée,  et  toujours  par  a l’abs- 
cisse A/3  du  point  singulier  I ; il  est  clair  que  si  ce 
dernier  point  est  de  rebroussement , en  substituant 
à la  place  de  x dans  l’équation  de  la  courbe  a ^ 
( branches  IV,  IV')  ,ou  a— S'  (branches  IF’î  IF'), 
on  aura  deux  valeurs  de  y,  ce  qui , évidemment , 
n’aura  pas  lieu  si  le  poinfcl  est  d’inflexion  (*). 


« 7 t 

2°.  Si , substituant  dans  la  valeur  de  en  fonctions 


de  X la  quantité  a + J*,  ou  a — i'  à la  place  de  x, 

on  a deux  valeurs  de  signes  contraires  de  , c’est 

ajr 

une  preuve  que  le  point  I est  de  rebroussement , puis- 
que cette  double  valeur  en  + et  en  — de  , nous 
« djc 


indique  que  pour  toute  abscisse  aussi  voisine  qu’on  le 
voudra  de  celle  A/3 , correspondent  deux  points  de  la 
courbe  , dont  l’un  appartient  à une  branche  IV  ou  ‘ 
IF'  tournant  sa  convexité  vers  l’axe  des  x,  et  dont  l’autre  • 
appartient  à une  branche  IV'  ou  iR  tournant  sa  con- 
cavité vers  le  même"  axe. 


(^)  Il  faut  bien  faire  attention  <jue  t'  est  nne  quantité  indéter- 
minée , et  qu'ici  il  est  sous-entendu  , lorsque  nous  disons  qu’à 
l’.ibscisse  «-♦-/,  il  ne  répond  qu'une  seule  râleur  de  y , que  c’est 
généralement  pour  toute  valeur  de  / aussi  petite  qu’on  le  voudra  ; 
car  si  l'on  donnait  h é’  une  valeur  déterminée  telle  que  il  se 
pourrait  que  I étantrun  point  d’intlexion , Il  l’abscissc  Ay  = a -t- ^ 
•ûuespondissent  deux  ordonnées  et  y2/. 


* Digilized  by  Google 


ET  XVX  DIFTÉREIÏCES.  2o3 

l<a  complication  de  l’équation  donnée  de  la  courbe  Kg.  i*. 

et  delà  valeur  de  déterminera  sur  le  choix  à faire 

de  ces  deux  méthodes.*  * i 

161.  Lorsqu’avec  le  caractère  ^^  = 0 on 

d’où  çx  = o (art.  159),  on  aura,  par  la  substitution 
de  la  racine  a de  cette  dernière  équation  dans  la  valeur 

de  ^ , l’expression  j , alors  la  tangente  QR  au  point 

I'  étant  perpendiculaire  à l’axe  des  x,  ce  point  I'  sera 
à^inflextion  verticale  ou  de  rebroussement  vertical  ; et 

pour  réunir  aux  deux  caractères  = 0 ou  = J , 

axr 

et  ^ =r  i qui  appartiennent  également  à ces  deux 

points  singuliers  ^ un  troisième  caractère  qui  particu- 
larise chacun  d’eux,  on  se  sernra  de  l’un  des  deux 
moyens  suivans  : 

1°.  Si  substituantsucessivement  dans  l’équation  de  la 
courbe  les  quantités  a-|- etu— ^ à la  place  de  x, 
on  a deux  valeurs  de_y , l’une  plus  petite  et  l'autre  plus  • 
grande  que  l’ordonnée  RI'  correspondante  à x = a , 
que  nous  représenterons  toujours  par  b,  on  en  conclura 
que  le  point  l' est  d’inflexion.  Si  au  contraire  les  valeurs  ' ^ 
de  correspondantes  aux  abscisses  a-|-^  et  a — t' 
étaiqpt  toutes  deux  ^ ou  toutes  deux  que  b , le 
point  r serait  de  rebroussement. 

Si  pour  X = a on  avait  _y  ==  o , alors  il  est  clair  que 
dans  le  cas  d’inflexion  , les  deux  valeurs  de  y seraient 
de  signet  contraires , et  dans  le  cas  de  rebrousseinent,‘  . 
ces  valeurs  seraient  de  même  signe. 

9°.  Substituant  successivement  dans  les  valeurs  de 
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fonctions  de  x , les  deux  quantités  a + /'  et 

a — iT  à la  place  de  x,  les  deux  quantités  résultantes 
seront  de  signes  contraires  si  le  point  I'  est  d’inflexion^ 
et  de  rebroussement  si  ces  deux  valeurs  sont  de  mêmes 
signes. 

Cependant  cette  seconde  règle  est  en  défaut  lorsque 
pour  X ~a,  on  a y =0 , puisqu’alors  l’axe  des  abs- 
cisses passant  par  le  point  1',  on  a également  pour  les 
substitutions  successives  de  a -j-  S et  de  a — J'  à la 

place  de  x , deux  valeurs  de  qui  sont  de  mêmes 

signes  dans  le  cas  de  l’inflexion  comme  dans  celui  de 
rebroussement.  Ainsi  il  faut  s’en  tenir  à la  première 
de  ces  deux  méthodes , lorsque  l’axe  des  abscisses  passe 
par  le  point  singulier  ; et  dans  tous  les  autres  cas,  il 
faut  choisir  celle  des  deux  méthodes  qui  offre  le  moins 
de  difficultés  dans  les  substitutions  des  deux  valeurs  de  x.’ 

i6a.  Enfin  si  substituant  dans  l’équation  différen- 
tielle du  premier  [ordre  — = /x  , la,  racine  a de 
l’équation  = o , provenant  du  caractère  général 
O ou  =:  5 aux  points  d’inflexion  et  do  rebrous- 
■ , sement,  on  a une  valeur  finie  yô  de  la  tangente  trigo- 
nométrique  ^de  l’angle  formé  par  l’axe  des  x,  et  la^faa- 

gente  SI"T  au  point  singulier  I",  on  en  conclura  que  ce 
dernier  point  est  d’ iiiflexion  oblique  ou  de  rebrousse- 
• ment  oblique , puisque  la  tangente  ST  passant  par  ce 

point  I",  est  oblique  relativement  à l’axe  des  aïfccisses. 

On  déterminera  si  le  point  singulier  1'  est  d’in- 
Jlexion  ou  de  rebroussement  par  les  mêmes  mo)’ena 
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que  ceux  que  nous  avons  employés  pour  le  point  sia- 
gulier  horizontal  I (arf^iGo). 

163.  Tous  les  points  de  rebroussement  que  nous 
avons  considérés  précédemment , et  dans  lesquels  les 
branches  qui  les  forment  se  présentent  leur  convexité , 
s’appellent  points  de  rebroussement  de  première  espèce. 
Mais  lorsque  les  deux  branches  U'tr , ah  qui  forment  la 
rebroussement  et , ont  leurs  convexités  tournées  dans  le 
même  sens  -,  alors  ce  point  a est  dit  de  rebroussement 
de  seconde  espèce. 

Le  caractère  principal  d'un  pareil  point  de  rebrou»- 

eement  n’est  plus  = o ou  = J , puisque  la  courbe 

ne^passe  pas  à ce  point-là  de  sa  concavité  à sa  con'^ 
vexité , et  réciproquement  ; mais  nous  connaîtrons  ce 
point  à ce  que  les  valeurs  multiples  dey^  s’y  réduiront  à 
une  seule,  et  qu’immédiatement  après  la  valeur  de  as 
qui  a opéré  cette  réduction,  le  coelïicient  dilTérentiel 

aura  deux  valeurs  de  mêmes  signes.  D’où  il  suit 

° •• 

qu’une  courbe  ne  peut,  avoir  de  rebroussement  de  se- 
conde espèce , qu’en  tant  que  son  équation  différentielle 
du  second  ordre  sera  affectée  d'un  radical  dont  l’indice 
est  un  nombre  pair.  • 

<t 

164.  Nous  allons  maintenant  faire  quelques  applica- 

tions des  méthodes  précédentes , pour  trouver  les  points 
singuliers  que  nous  avons  déjà  considérés  , savoir,  ceux 
où  aboutissent  les  coordonnées  d’extrêmes  grandeurs  , 
les  points  d’inflexions  et  ceux  de  rebtoussemens  des  deux 
espèces.  ■*  , 

' 

. I.  Trouver  les  points  singuliers  ci-dessus  mentionnés 
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de  la  courbe  dont  l'équation  est 


ta-ï 

+ c V/(r  — ü)*". . . . (a). 

Diirérentiant  quatre  foi»  de  suite  cette  équation,  il  vieat 


dv  Ln  ÎÜ-' 







W- 


Faisant  ^ — o , d’où  a:  r=a , il  est  bien  clair  qus 

si  n = i , la  courbe  aura  une  ordonnée  d’extrême 
grandeur  qui  conespondra  à l’abscisse  a et  qui  sera 
uij  maximum  ou  un  minimum , suivant  que  c sera  né- 
gatif ou  positif  : car  x = a faisant  évanouir  les  seconds 
membres  des  équations  (i)  , (c) , (d)  , réduit  celle  du 

quatrième  ordre  (d)  à ^^7)-  Mais  ai 


n > 1 , alors  x — a continue  à faire  évanouir  les  valeurs 

de  et  , ensuite  rend  les  valeurs  de  toutes  lea 
dx  dx^  « 


fractions  différentielles  d'un  ordre  supérieur , inBniea, 
ce  qui , au  premier  aspect , parait  ne  pas  devoir  don- 
ner une  extrême  grandeur  à ^ puisque  par  la  tbéorie 
des  maxima  et  minima , il  faudrait  que  tous  les  coeifi-r 
' ciens  différentiels  s’évanouissent  jusqu’à  un  coefficient 
différentiel  d’un  ordre  pair  exclusivement.  Cette  diffi- 
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culte  dont  personne  ne  s’est  occupé  jusqu’à  présent , 
du  moins  à ma  connaissance  , disparait  aisément  par 
le  moyen  de  l’artiBce  suivant , qui  évite  toute  discus- 
sion prétendue  métaphysique , dont  nous  nous  sommes 
fait  une  loi  de  ne  jamab  entretenir  nptre  lecteur.  , 

Passant  b dans  le  premier  membre  de  l’équation  (a) , 
et  faisant  pour  abréger  z z=y  — i , on  aura  l’équation 

SR»t f,. 

z = c l/(x — o)^",  ou  z*"“*  = c'(x—ay 

^ » 

dans  laquelle  </=  c*"~*  '•i 

Différentiant  deux  fois  de  suite  cette  derni^e  équa- 
tion , on  a pour  équation  différentielle  (^^reinier 
ordre 

(an-— i)  — ~ 4'^c'  (_x—  a)'**"'. . . .(g)  , 

- et  pour  celle  de  second  ordre 
(an— i)(an— a) 

= 4n  (4'»—  i)  c'  (x  — (à). 

Or,  lorsque  x = a , l’équation  (g)  se  réduit  à celle 

(an— i)a«-“^=o. 


à laquelle  on  ne  peut  satisfaire  généralement  qu’en 
dz 

faisant  ^ = o ^ donc  x = a fait  évanouir  le  premier 


■ terme  et  le  second  membre  de  l’équation  (à)  -,  ce  qui 
donne  • * 


- . ( an  — i ) a®' 


dx* 


= O , 


équation  à laquelle  pn  ne  peut  généralement  satisfaire 


V 


aû8 
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qu'en  faisant  ^^=o.  Mais  il  est  aisé  de  Toir  qu’â 

chaque  différentiation  successive  de  l’équation  (/<)  , on 
aura  par  la  différentiation  partielle  du  dernier  terme 
du  premier  membre  relativement  à la  fraction  diffé- 
rentielle, le  facteur  (an — i ) qui  multipliera 

une  fraction  différentielle  dont  le  numérateur  sera  la 
différentielle  de  2 du  meme  ordre  que  celui  de  la  dif- 
férentiation totale  , et  pour  dénominateur  dx  élevé  à 
la  même  puissance  que  l'ordre  de  différentiation:  ainsi 
à la  m"™'  différentiation  , l’on  aura  pour  dernier  terme 

du  prejj^er  membre  (an — O tous  les 

termes  précédées  équivalens  à celui-ci  en  ordre  ou 
puissances  des  différentielles  de  z , ne  contiendront 
pourtant  que  des  différentielles  de  2 __dont  l’ordre  ne 
dépassera  pas  m — 1,  Donc,  représentant,  pour  abré- 

ger,  la  somme  de  tous  ces  termes  par  , la  m*'"’* 

différentiation  donnera  ' 

Vdz'Y'  . .d’”z 

■■j-t  + (ara — I > a’""* 

dx”  ' ' a!r“ 

= 4ra  (4« — 1 )■  • •C4ra — m + t )c'  (x — a)*"”"...(0- 

Or,  tant  que  tous  les  termes  de  cette  équa- 

tion s’évanouiront  lorsqu’on  fera  x = a ; c’est  ce  que 
nous  avons  vu  avoir  lieu  lorsque  m = i , m = a ; c’est 
donc  aussi  ce  qui  aura  lieu  pourm=3,  et  de  suite 

pour  m = 4>  5 1 lorsque  m=^n,  ce 

qui  donhe  l’équation  * 

r dz~\^^  d^"z 

_j_  (an  — 1 ) 2**-*  — 


= 4n  (/^n  — 1 ) 3. 1 .c' (é) , 


M 
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il  est  clair  que  le  polynôme  représenté  par  le  premier 
terme  de  l’équation  ( ^ ) , qui  ne  se  compose  que  de 
termes  ayant  pour  facteurs  différentiels  des  fractions 
, , _ dPz 

de  la  forme  »P  pouvant  être  >-4n — i, 

s'évanouira  lorsque  x = a , ainsi  que  nous  l’avons  dé- 
montré précédemment } donc  l’équation  (A)  se  réduira 
à celle 

cî^"z  4'*  ( 4^*  — 1 ) . . . . 2 . 1 . 

( a«  — 1 ) 

qui , nous  donnant  un  coefficient  de  l’ordre  pair  4n  ne 
s’évanouissant  pas  lorsque  tous  ceux  qui  le  précèdent 
s’évanouissent,  annonce  une  extrême  grandeur , laquelle 
est  vnn^ximum  si  c est  négatif , et  un  minimum  dans 
le  cas  QBtraire , cUnime  nous  l’avons  déjà  trouvé  pour 
le  cas  de  n = 1 . Ainsi  dans  tous  les  cas , et  quelle  que 
soit  la  valeur  de  n en  nombre  entier  et  positif,  la  courbe 
de  l’équation  (u)  a l’ordonnée  correspondante  à l’abs- 
cisse a,  qui  est  d'extrême  grandeur.  • ' 


Au  reste  > à l’inspection  saule  de  l’équatj^n  (c) , il 

est  aisé  de  conclure  que  la  valeur  de  étant  affectée 

de  x — a élevé  à une  puissance  fractionnaire  dont  le 
numérateur  est  un  nombre  pair,  reste  de  même  signe  , 
en  y substituant  successivement,  c -f- et  a — / à la 
place  dtta;  ; donc  en  deçà  et  en  delà  du  point  ayant 
pour  coordonnées  a et  la  courbe  tourne  toujours  sa 
convexité  ou  concavité  vers  l’axe , suivant  que  c est 
positif  ou  négatif.  Ainsi  les  développemens  que  nous 
avons  donnés  précédemment  à cette  question  , sont 
pour  faire  connaître  que  la  méthode  générale  n’est 
jamais  en  défaut,  m'ênie  dans  ce  cas  qui  présentait 
au  premier  aspect  une  contradiction. 
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II.  Prenons  pour  second  exemple  la  courbe  dont 
l'équation  est 

an-4.r 

yz=b-\-c  \/{x  — aY''. (0- 

La  différentielle  du  premier  ordre  de  cette  équa- 
tion tst  . 


dy 

dx 


an 


• c (x— 


an  -f-  1 

et  celle  du  second  ordre  est 


,(m), 


dy 

dx\' 


- c(x  — a) 


(an-t-i)’ 

Faisant  x ci , les  équations  (,ni)  et  (/i)  se  ^duisent 

respectivement  à — ==:  oo  , et  oo^fcinc  la 

courbe  de  l’équation  (/)  a un  point  d’inflexion  ou  de 
rebroussement  de  première  espèce  verticale  (art.  i6i , 
i63)  ; mais  substituant  à ar  la  quantité  enAiite 

celle  a— <f  dans  l’équation  (/)  de  la  courbe,  on  a' 
la  valeur  de  y toujours  plus  grande  que  l’ordonnée  b 
correspondante  a 1 abscisse  ci  j donc  le  point  singulier^ 
est  de  rebroussement  vertical  (!■•*  méthode  de  l’art.  1 6i  ). 
La  seconde  méthode  de  l’article  iGi  que  Ion  peut 
employer  ici , puisque  pour  x = a on  ay>o,  donne 
le  même  résultat.  ^ 

III.  Examinons  la  courbe  dont  réquation  est  ^ 

y = 6 ±1  c (x— O ) •*  • . . .(o)' 
Différentiant  deux  fois  de  suite  , il  vient 
• dy an+  » 


dx 


an 


c (x  — a)" 
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_ ■:+:  ( 2"  + 1,  ) * 

dj^~  ï» • 

• 4"*  ( X — a)“*~' 

Faisant  O,  d’où  ar  = a,  on  a^s^—co\  donc 
dx  rtx* 

la  courbe  proposée  a un  point  singulier  horizontal 
d’inflexion  ou  de  rebroussement  (art.  i5g).  Or , l’ex- 
posant an  du  radical  de  la  valeur  de  [ équat.  (o)  ] 
étant  un  nombre  pair,  la  substitution  de  a-}- d'pour  x , 
donne  deux  valeurs  de  _y  ; donc  la  courbe  a au  point 
dont  les  coordonnées  sont  aeX  b , un  point  de  rebrous- 
sement vertical  positjy  (*)[ art.  i6o). 

lY.  Prenons  maintenant  pour  exempl^la  courbe 
de  l’équation  ^ 

y T=^b-\‘  ex  ±a  l/x* (p). 

Les  équations  dilTérentielles  des  premiers  et  second 
ordres  de  la  proposée  sont  9 

^ = c±-ûV'x (q) 

•Hé  ^ 

ddy  ♦ . 3a  ' r \ 

“ • 

Faisants^^  = ^ , d’où  x —o  , l’équation  (^q\se  ^ 
dsr  * ^ 


(*)  Je  le  dis  positif , parce  que  x=  a s-  t donnantdeuz  valeu^ 
de^  du  càtë  des  x positif  par  rapport  il  l’ordonuce  h du  point  w k- 
rebroussement , les  branches  IV,  IV'  qui  forment  ce  rebroussement , ®' 

s'étendent  du  edtd  des  abscisses  positives.  Il  aurait  été  négatif,  si  la 
substitution  de  a — J' avait  donnd  deux  valeurs  de  y , parce  qu'alois 
les  deux  branches  IF,  IF'  qui  auraient  formd  ce  point  de  rebrous- 
sement, SC  seraient  étendues  du  côte'  des  x négatifs  par  rapport  i 
l’ordunnce  l/S  du  point  de  rebroussement. 

* î4.. 
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réduit  à celle— = c,;  donc  le  point  singulier  e»f 

oblique  ( art.  iSa  ) , et  il  est  aisé  de  vpir  que  le  point 
est  de  rebroussement  positif , puisque  faisant  x—i'^ 
on  a deux  valeurs  de  mêmes  signes  de  ( art.  1 6a 
et  iGo). 


V.  D’Alembert  dit  au  mot  rebroussement(^  P®g®  73* 
du  tome  second  du  Dictionnaire  de  Mathématiques 
de  t Encyclopédie  par  ordre  de  matières)  , u qu’il  est 
n le  premier  à avoir  démontré  l’existence  des  points  de 
' n rebroussement  de  la  seconde  espèce  , que  d’habiles 
» Géomètres  àvaient  attaqués,  n Je  crois  que  ces  dis- 
cussions ne  venaient  que  de*  ce  qu’on  traitait  ces 
questions  il’après  la  considération  des  quantités  inhni- 
•nent  petites , ainsi  que  le  fait  d’Alembert  lui-même 
dans  l’article  cité;  ce  qui  jetait  sur  toutes  ces  matières 
une  teinte  d’inexactitude  , et  par  conséquent  d’incer- 
titude dans  certains  cas  un^eu  délicats  comme  celui-ci. 

Mais  de  pareilles  incertitudes  ne  peuvent  exister 
dans  cet  ouvrage  , où  enfin  éclairés  par  une  étincelle  de 
lumière  jaillie  du  génie  du  plus  gra4H  Géomètre  connu, 
nous  sommes  parvenus  à poser  calcul  différentiel 
, sur  les  mêmes  bases  que  l’algèbre  et  la.  géométrie  des 
-anciens. 


J 


* ^ous  allons  prendre  le  même  exemple  que  d’Alem- 
bert^  c’est-à-^re  la  courbe  de  l’équation 

* y=6-f  W [*]• 


[*]  Nous  avons  mis  ilc  plus  que  d’Alembcrl , la  constante  4,  afin 
0.  (le  nous  conformer  à la  ligure  lo  ; <rallleurs  U est  clair  que  cette 
constante  4 ne  change  en  rien  la  ligure  de  la  courbe  'traxt , 
puisqu’elle  ne  fait  que  transporter  l’origine  a de  la  courbe  à une 
distance  4 de  l'axe  (N)  X des  abscisses. 


Digitized  by  Googlc 


ET  ATX  DIFFÉRENCES.  2l5 

Diïïërentiant  deux  fois  cette  équation , il  vient  l^ig- 


• (0 


et 


~z=ax  dt-  l/x''’. . 
dx  a * 


Faisant  j?  = o , les  deux  valeurs  de  y dans  la  pro- 
posée (i)  se  réduisent  à l’unique  b ',  et  faisant  x=t' 
qu’on  peift  prendre  plus  petite  que  toute  quantité  don- 

5 

née  , et  par  conséquent  < yb’^  et  que  ^ , l’équa- 
tion (5)  donne  deux  valeurs  positives  de  ^ , et  l’équa- 
tion (u)  donne  aussi  deux,  valeurs  positives  de  î 

donc  le  point  « où  a:=  o et  y = ù , en  prenant  l’ori-  ■ 
gine  des  coordonnées  au  point  (X)  , est  la  réunion,  de 

deux  branches  de  courbe  ; et  puisque  est  positif 

tant  que  x ^ , ce;s  deux  branches  présentent  leur 
convexité  vers  l’axe. des  abscisses;  donc  le  point»  est 
de  rebroussement  de  seconde  espèce  (art.  i63). 

La  branche  supérieure  m'a  correspondante  à la  valeur 

de  prise  avec  le  signe  positifdevantl.radical,  est 

toujours  convexe  ; mais  la  braqjphe  ihférfeûre  aKt  ' 
éprouve  une  inflexion  oblique  lorsque  ac  ,•  puis- 

que pour  cette  abscisse  on  a ^^  = 0 et  que  la  va- 
leur de  ^ prise  avec  le  signe  négatif  qui  comspond. 
à la  branche  inférieure  est  (art.  16a).  _ . 

YI.  Soit  enGn  la  courbe  dont  l’équation  est 


yx=b  + c{x  — a)' 


,tn+i  ^ 
Vu  * 


.(v). 
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DilFérentiant  deux  fois  de  suite  cet,te  équation,  oa 
a successivement 


an — 1 




2r , an  + 1 


c {x  — a y 


.(x)? 


ddy 


a (an — i ) 


— Can-t-3) 


dx^ 


(an+i)* 


c (x — a) 


•(y). 


La  valeur  de  égalée  à ^ donne  aussi  ^ = J ; 

' axr  (IX 

donc  la  courbe  a un  point  singulier  vertical  , et  ce 
point  est  d’inflexion  , puisqu’en  substituant  successive- 
ment à X les  quantités  a-\-i  et  a — S dans  l’équa- 
tion (v)  de  la  courbe  , la  première  de  ces  substitutions 
donne _y>  , et  la  seconde  donne b (art.  iGi  ). 

L’application  de  la  seconde  méthode  enseignée  à 
l'article  i6i  donnerait  le  même  résultat,  puisque  pour 
X = a et  X = O — ^ , l’équation  (y  ) donne  deux 

valeurs- de  signes  contraires  de 

lG5.  Ce  qui  caractérise  particulièrement  les  points 
de  reb’rouâemens  des  deux  e.spèces  , c’est  que  la  tan- 
gente à ces  points  (!,!',  I",  »)  de  la  courbe  (fig  lo  ) , 
l’est  aux  deux  branches  qui,  par  leur  contact,  forment 
le  point  de  rebroussement;  donc  le  point  Ade  la  figure  i G, 
où  les  deux  branches  BCAE,6DAF  se  rencontrent,  n’est 
pas  un  point  de  rebroussement,  puisque  ce  point  A 
n’est  pas  de  contact  comme  dans  les  rebroussemens  , 
mais  de  -section  , et  alofs  on  l’appelle  nœud.  ’ 

Les  nœuds  A des  figures  1 1 et  tfi  sont  simples , parce 
qu’il  n’y  a que  deux  braifches  de  courbes  qui  se  coupent 
à ce  point.  Mais  si,  comme  dans  la  figure  i8 , il  y a 
au  point  A trois  branches  BDAE , CGAF,  BAC  qui  se 
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coupent,  le  nœud  est  triple.  S’il  y avait  quatre  branches 
de  la  courbe  qui  se  coupassent  en  nn  seul  point , alors 
l’intersection  de  deux  branches  foi  mantun  nœud  simple, 

celui  oue nous  considérons  séraitde  l’ordre  ou  sex- 

i ' a . ■ 

tuple.  £n£n  généralement  si  n branches  de  la  •même 
courbe  sé  coupent  à un  même  point , le  nœud  est  da 

Tordre  ” (*).  ■ 

' ' •*  -4  • 

Les  Géomèttes  appellent  quelquefois  points  mul- 
tiples, ceux  qui  appartiennent  à plusieurs  branches.de 
courbes;'  ces'points  sont  &ts  doubles  , triples.... 
suivant  qu’ils  appartiennent à deux,  trois. franches 
d’une  même  courbe  ; ainsi  les  points  de  rebroussemens 
et  les  nœuds  simples,  sont  des  points  doubles,  et  les 

nœuds  de  l’ordre  " ■'^^-'^"sont  des  points  n"'’'". 

■ a -ri-. 

* ■ w»  ' • * n i’*) 

i6G.  Puisqu’à  un  nœud-  dç  l’ordre — - d’une  7 

courbe  , il  y a n branches  qui  ont  un  point  Commun  , 
il  est  clair  qu’à  ce  point,  les  n yaleurs  de  y qnj  corres-  ^ 
pondant  respectivement  à ces  n brânches  réduiront 
à une  seule,  et  la  tangente ‘à  l’une  de  ces  branches;-  lifc 
pouvant  être  tangente  à tine  autre  branche  qui  coupe  la  ’ 
première  ( car  si  ces  deux  branches’ avaient  une  même 
tangente  au  point  qui  leur  est  commun,  elles  formeraient 
un  rebrpussaqient  et  nOn 'un-  nœud)  , il  s’eiieaiteque'  . 
4*0%  doit.ayoir  à ce  point  un  nombre  n de  udeucfidé  r 

la  tangeote  -tti'gonomêtriqüe  Céla  pore  , voici  la 


» . . ' 1 N 

(*)  Ceci  nous  seral^le  prouvék.jnaiu£e»leiiw*>t)  qoe  c’csi  à ton  qne 
qu^qucs  Gcomètrês  ne  considèrent  Tintersection  en  un  même  point 
àc n brancbeS|  que  comme  on  nœud  de  lo'tdre n* 
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méthode  générale  pour  cowiaitre  si  une  courbe  donnée 
par  son  équation  a des  nœuds  , et  pour  déterminer 
, l’ordre  de  ces  nœuds. 

Donnez  à x u%e  valeur  convenable  pour  que  plu-- 
eieurs  valeurs  de  y se  réduisent  à une  seule  j subsli^'- 

dy 

tuez  cette  valeur  de  x dans  P expression  et  si  de 

eette  dernière  substitution  il  résulte  plusieurs  valeurs 
constantes  de  cette  fonction  différentielle , le  nombre  de 
ces  valeurs  sera  celui  des  branches  qui  se  coupent  i £ oh 
l’on  conclura  sans  peine  t ordre  du  nœud. 

167.  Eclaircissons  ceci  par  quelques  exemples. 

I.  Soit  ^ courbe  de  l’équation 

oy  = 0*0.*—  X* (a). 

Faisant  = O,  on  a 

(b)...,x=o  et  x = d:  c. . . .(c). 

Idais  l'équation  différentielle  de  la  courbe  est 

dy_^ia^-ax‘_ *• 

O [/à* — X* 

W Y substituant  la  première  valeur  de  x [ éq.  (b)  3 , 
on  a 

dy 

donc  le  point  de  la  courbe  de  l’équation  (à)  placé  à 
l'origine  dei  coordonnées , est  un  nœud  simple , et  le*  ► 
tangentes  à c«  point-là  se  coupent  à angle  droit. 

Différentiant  l’équation  (d),  on  a 

ddj 
dx' 


ddy x(Gx*— 5n*) 

— ■”  " 'ï » 


Itfo*— x*>* 
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équation  qui  se  réduit  à o lorsque  x= o ; donc 

chacune  des  deux  branches  qui  forment  le  nœud  dont 
nous  venons  ^ parler , a à ce  point  une  inflexion 
oblique  ( art. ^3). 'Si  à ces  düFérentes  circonstances 
de  la  courbe  , le  lecteur  joint  celles  'qu’il  déduira  sans 
peine  de  l’équation  primitive  (a)  et  des  équations  diffé- 
rentielles (d)  et  (e)  y pour  trouver  les  extrêmes  gran- 
deurs des  ordonnées  ( art.  1 56  ) , il  reconnaîtra  parmi 
les  courbes  représentées  dans  la  planche  du  calcul 
différentiel , celle  de  l'équation  (a)  , sans  que  nous  lui 
indiquions  le  numéro  de  cette  figure. 

La  courbe  que  nous  venons  de  discuter  , s’appelle 
lemnicaste  y et  est  . quarrable  ainsi^que  nous  le  verrons 
dans  le  Calcul  intégral. 


II.  Soit  encore  l’équation 
ay*  = ex*. 


•(/) 


qne  nous  voulons  discuter  pour  savoir  si  son  lien  géo- 
métrique a des  nœuds. 

s Diiférentiant  daux  fois  de  suite  l’équation  \f), 
il  vient 

. ^ ^-1.  5j+ac 

^ a j/etr-f-ûc^ 
ddy  ggj-f-Gac 

■ r* 

.*  t* 

Mais  faisant  dans  la  proposée  x = o , ce  qui  réduit  I«s 
deux  valeurs  de  y à la  seule  zéro,  l’équation  (g)  donne 


et 


•fe) 

• W- 


dx K 


■A 
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et  celle  (h)  donne 

_fL 

' dx^  2 l/c  ‘ *• 

« , • 
le  premier  de  ces  deux  résultats  Ut>ns  apprend  qu'il 

y a à l’origine  des  coordonnées  un  nœud  simple , et 
le  second  qu’il  n’y  a pas  d'inflexion  à ce  point-là.  Je 
laisse  au  lectew:.  le  soin  de  finir  la  discussion  des  équa- 
tions (/)  , (g)  , ( A ) , et  d'aprè»cela,  de  trouver  dans 
la  planche  du  calcul  düTérentiel  la  figure  de  cette 
courbe. 

III.  Soit  enfin  l’équation  " . ' 

J- 

y*  -f-  2ay*x  — ax^  = o ( i) 

dont  nous  allons  chercher  les  nœuds  i si  elle  en  a. 

Faisant  x = o , les  quatre  valeurs  de  ^ se  réduisent 
à zéro  ; et  dilFérentiant  la  proposée , on  a l’équation 


Wy  3ax  + ao“  aa  {/ a“-f-  ax 

^dx  — 4y 

qui  se  réduit  à . i 

■ ■ (l\  ' • 

dx~*±3.b • 

% 

lorsqu’on  fait  x = p,  Or,  si  l’on  prend  .-le  signe  infé- 
rieur du  numérateur , on  a ’ V , 

^ = -f-oo  ^ 
dx — . 

fie  qui  indique  que  l’axe  des  ordonnées  est  tangente  i 
la  courbe.  Mais  l’équation  ( i j prise  .avec  le  signe< 
supérieur  du  numérateur  donne 

■■ 

dx  o 
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expression  ?ont  nous  pourrions  déterminer  la  vraie 
valeur,  en  substituant  dans  l’équation  (/i)  la  valeur 
de_y  déduite  de  la  proposée  Çi) , et  nous  servant  de 
la  méthode  enseignée  au  chapitre  VIII  (art.  Soet  suiv.); 
mais  nous  allons  dans  ce  cas-ci  user  d’un  artifice  pour 
trouver  la  valeur  cherchée  de  | , qui  nous  épargnera 
beaucoup  de  calculs.  ^ 

Mettant  l’équation  (k)  sous  la»forme  * 

± 4y‘fy  ^ 5ar  -f-  20*  Tp:  gg  v/a”  -f-  ux 


dx 


\/a-  + 


QX 


•C'j). 


et  dilFérentiant  par  rapportà^,  x et  dy,  on  a,  toutes 
réductions  faites , l’équation 


.(n) 


±:  4 dy^  ) 3a“j: 

^ ■ a (a* -for)* 

» V > 

qui , lorsqu’on  fait  x ==  c , d’où^  p=  o , se  réduit  à 
; dx’  , a • 

et  ne  prenant  que  le  signe  supérieur , parce  que  l’in- 
- • -, 
férieur  donnerait  des  valeurs  iinaginaires  ^ on  aura 

; i_  •*’ 

. . dx  V/a* 

donc  la  courbe  de  l’équation  proposée  ( i)  a un  nœud 
triple  à l’origine  des  coordonnées.  Cette  circonstance 
de  la  courbe  réunie  à celles  que  le  lecteur  déduira 
aisément  de  l’équation  ( i ) , lui  indiqueront  sufTisani- 
ment  quelle  est  parmi  les  courbes  tracées  dans  la 
planche  du  calcul  di0’érentiel , cellevque  nous  venons 
de  discuter.  ^v;  . 

168.  Si  deux  branches  DG,  DH  ss  rencontrant  en 


Fig.  II. 


. Jiqiiized  by  Google 


210  CALCULS  DIFFÉRENTIEL  i(|^ 

Fig.^a-  un  point  D , se  présentent  réciproquement  leur  conca- 
vité , Je  point  D ne  peut  être  de  rebroussement,  puis- 
que cliaque  brandie , telle  que  celle  DG  , présente  sa 
concavité  à la  tangente  DC  de  l’autre  branche  DH  , et 
^ que  conséquemment  à ce  point  D , la  courbe  a deux 
tangeqtes  DF  , DC , ce  qui  caractérise  le  nœud  simple 
(art.  iG5).  Mais  si  l’on  conçoit  que  les  deux  branches 
t)G  , DH  tournent  adkiur  du  point  D jusqu’à  ce  que 
leurs  tangentes  coïncident  entre  elles , et  se  cq|fondent 
Fig.  i3.  avec^a  perpendiculaire  FDC,  alors  le  point  D n’est  plus 
un  point  de  section , puisque  l’une,  des  deux  branches 
Dtl  n’est  que  la  continuation  de  l’autre  branche  DG  ; , 
il  n’est  pas  non  plus  un  point  de  rebroussement , puis- 
que ce  dernier  point  est  de  contact  et  non  de  renoontre  ; 
mais  alors  le  point  D est  la  limite  C*  ) de  la  courbe 
dans  le  sens  des  abscisses.  Or , il  est  évident  qu’à  un  tel 
point  D , l’abscisse  x est  d’une  extrême  grandeur , 
laquelle  est  un  maxipium  ou  un  minimum  suivant  que 
l’origine  des  coordonnfes  est  en  A'  ou  en  A.  Ainsi , 
d’après  la  méthode  des  maximis  et  minimis,  appli- 
quée à la  Géométrie  (art.  i56  et  suiv.  ) , le  caractère 


(*)  Le  mot  limite  n'est  pas  pris  ici  dans  le  sens  que  les  GcnmèlTM 
loi  donnent  souvent  en  considérant , par  exemple , une  courbe 
comme  étant  la  limite  de  tous  les  polygones  ou  portions  de  po-  ' 
lygones  qui  lui  sont  inscrits  et  circonscrits,  etc.  ( voyez  le  Discours 
préliminaire ) j mais  il  exprime  le  point  auquel  atteint  rigoureuse- 
ment une  quantité  sans  pouvoir  la  dépasser.  11  me  semble  qne  pris 
dans  ce  sens , il  faudrait  se  servir  de  la  simple  dénomination  de 
limite  ; et  que  ponr  exprimer  la  quantité  qui  se  rapproche  sans  cessa 
d’une  antre,  de  manière  à n’en  différer  que  d’ane  quantité  plua 
petite  qne  toutaqnantité  donnée , on  devrait  se  servir  de  la  dénomi- 
nation de  limite  transcendante.  Ainsi  a est  la  limite  des  valeora 
de  y dans  l’équation  n*y*  = 8ax—  4z* , et  la  limite  tianscendanu 

. lit 

de  la  suite  i-t--+-7"+-s  + etc.  • ■ 

a 4 " 


• < 
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aai 


des  limites  dans  le  sens  des  x est  ^ = o ^ 

• dy 

d^“*x  d^"x 

-^S=i  “ "“®  quantité  réelle 

et  significative.. 

Par  exemple , faisant  dans  l’équation  (<f)  de  l’ar- 
ticle 1G7  ^ 3c=  00,  on  a X = ± a , d’où  ^ = o ; et 

l’on  s'assurera  aisément  que  les  deux  valeurs  de  x 
sont  des  maxima  ; car  différentiant  l’é^ation  (a)  de 


l’art.  167,  mise  sous  la  forme  x=±: 


\/  a^dia  v/  a*— 4y* 


d’abord  par  rapport  à x et  y , ensuite  par  rapport  à 
dx  et  y ; enfin  faisant  x = ±aouy=o  dans  l’équa- 
tion dilférentielle  du  second  ordre , on  aura  , 

ddx  :rp  ^/a 

«{y*  O ( 1 ± 1 ) * • 

équation  qui  d’abord  prise  avec  les  signes  supérieurs , 
donqe 

ddx • X ' * 

^ ^ -rv?5*  P 

ce  qui  est  le  caractère  du  maximum  de  x ( = ± a ) • 
correspondante  ày'  = o;  et  qui  ensuite  prise  avec  les 
signes  inférieurs  , donne 
ddx 

ce  qui  est  le  caractère  du  point  d'inflexion  correspon-  ' 
dant  de  même  ày  = o où  l’on  a aussi,  x = o , et  qui 
a lieu  au  noeud  A de  la  courbe , comme  nous  l’avons  Fig.  ii. 
trouvé  à l'article  167. 

■i 

Si  de  même  les  deux  branches  DG  , DH  tournent  Fig.  la. 
autour  du  point  de  section  D jusqu'à  ce  que  leurs  tan-. 
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fig.  i3,  gentes  coïncident  entre  elles  et  se  confondent  avec 
la  parallèle  BF'  à l’axe  des  abscisses  ^ alors  le  poin^ 
D'  est  la  limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  y , et 
‘ l’on  trouvera  ces  limftes  par  la  méthode  ordinaire  des 

maximis  et  minimis , appliquée  aux  brdonnées  de  la 
courbe. 

<»  * 

1^9 . Cependaqt  on  peut  avoir  un  maximum  de  coor- 
données, sans  que  pour  cela  on  ait  la  limite  de  la  courbe 
dans  le  sensfde  cette  coordonnée , puisque  dans  les 
*Fig,  10.  courbes  serpentantes , telles  que-  celle  EBDFIV',  il  y a 
autant  d’ordonnées  maximum  CB , /ÏI  que  de  serpente- 
mens;  ainsi  la  limite  de  la  courbe  dans  le  sens  des  y, 

' . sera  en  I où  correspond  la  plus  grande  des  ordonnées 
1^3  maxima. 

« 

ijo.  Les  caractères  des  pointsmultiples  sont,  comme 
no^  l’avons  dit  à l’article  i66,  i“.  qu’à  une  certaine 
valeur  de  x,  plusieurs  de  celles  dey  se  réduisent  à une 
seule  ; a'’,  que  pour  la  même  valeur  de  a; , l’expression 
c?v 

variable  de  ~ , ou  plus  généralement  de 

réduit  à plnsj^rs  valeurs  réelles  et  inégales  ; mais  si 
avec  le  premier  caractère  commun  à tous  les  poitits 
multiples  , on  a pour  la  fraction  dilFérentielIe  des  va- 
leurs imaginaires  ; alors  il  est  clair  que  les  branches 
nouées  ne  pouvant  avoir  de  tangentes , se  concentrent 
dans  leur  nœud  : ainsi  cette  partie  de  la  courbe  n'est 
qu’un  simple  point  isolé.  On  appelle  les  points  de  cette 
espèce  points  conjujrués , parce  qu’ils  sont  souvent , 
d’après  une  valeur  particulière  que  l’on  donne  à quel- 
^ qu’une  des  constantes  de  l'équation  de  la  courbe,  la 
réduction  à un  seul  point  de  certaines  parties  fermées 
de  la  courbe  , séparees  des  autres,  et  qu’on  appelle 
ovales  conjugués. 


# 
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Exemple.  Soit  l’équatioa 
x'*  + Jx*  = o. . .(a),  d’où 
donc  pour  x=o....(i)  et  x = ù....(c), 
'on  a * ^ ==  ±:  o. 

Mais  difFérentiant  la  proposée  , on  a 
rfy  3x  — abm 


aâ3 


X — b 


rfx 


a 0X41»-  où 


équation  ^i  se  féduit  à celle  ^ = q:  , 

lorsqu’on  fait  x = o f équat.  ^ i )]  , et  qui  se  réduis 

rfy  * 

à l’équation  oo  lorsqu’on  fait  x = i [éq.  (c)]; 

donc  l’origine  A des  coordoùnées  est  un  point  conju- 
gué de  la  courbe  , et  il  sera  aisé  de  prouver  que 
AC=ù  est  un  minimum  d’abscisse  (art.  168),  et  » 
par  conséquent  que  le  point  C est  la  limite  dans  le 
sens  des  x de  I9  partie  étendue  ...EGF.,.,  de  la 
courbe. 

La  courbe  que  nous  venons  de  considérer  se  déduit 
de  celle  représentée  par  la  figure  14  > et  dont  l’équa- 
tion est 

oy*— x*-|-(3— c)  x*-f-icx=?:o.‘. . .(rf)* 

lorsqu'on  faitc=o.  Cette  valeur  particulière  donnée 
à la  constant^  c a réduit  l’ovale  conjugué  de  la 
figure  14  au  seul  point  conjjpgué  A'  de  la  figure  i5. 

Si  l’on  fait  daijilr  équation  (rf)  b=.o , alors  l’espace 
AC  disparaissant , l’ovale  conjugué  AB  de  la  figure  14  se 
cbinge  en  la  feuille  ACBD  de  la  figure  16,  e?le  point 
A devient  un  nœud.  Enfin  si  l’on  fait  en  même  temps 
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b = ^ et  c = O,  alors  la  feuille  de  la  figure  iG  s’é?a- 
so^ssant , il  ne  reste  plus  que  le  point  de  rebrousse* 
in^  A de  la  ligure  17. 

La  courbe  de  l’équation  (d)  , figure  ij(,  et  ses  déri*. 
Tées  ( fig.  i5 , iS  et  17  ) , ont  été  traitées  par  Lacroix,  • 
qui  j’ai  emprunté  cet  exemple,  parce  qu'il  présente 
^P|une  manière  fort  simple  les  différens  changemens 
qu’éprouvent  les„ circonstances  d’une  courbe  , lors- 
qu’on fait  successiv^ent  évanouir  une  ou  plusieurs 
constantes  de  l’équation  proposée  , en  tant  cependant 
que  l’on  ne  réduit  pas  l’équation  à ne  plu#renfermer 
qu’une  variable  , ce  qui  ne  donnerait  dans  ce  cas-là 

«u'un  assemblage  d’un  /lombre  fimité  de  lignes  droites 
lelles  ou  imaginaires. 

§VI. 

' < ■ 

Des  Courbes  osculatrices  ; des  rayons  oscu- 
lateurs  ; des  développées  et  développantes. 

171.  Une  ligne  est  ojcu/ctrice  d’une  courbe  quel- 
conque , lorsque  contactant  cette  dernière  en  un  seul 
point , on  ne  peut  faire  passer  entre  la  ligne  et  la 
courbe , une  autre  ligne  de  même  espèce  ; telle  est 
par  exemple  , la  tMgente  à la  courbe  : car  par  le  point 
de  contact  que  nous  appellerons  point  ÔLOsculatian , 
et  qui  , pour  la  ligne  droite  est  la  même  chose  que 
le  point«de  tangence  (*  ),  on  ne  peut  faire  passer 
une  autre  ligne  droite  entré  la  tangent||et  la  courbe. 


(*)  Nous  Terrons  tou»  à l’heure  que  ge'ne'raleineiit  les  points  dé 
UQgcnce  et  d’osculation  ne  sont  put  la  même  chose. 

. Nous 
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Nous  allons , dans  ce  paragraphe , noits  occuper  des 
osculations  par  des  lignes  courbes.  ^ 

.173.  Soit.  • ' 

F(x,\y)  = o (a)’’  • 

l’équation  d’une  courbe  plane  quelconque' , et 

= (*)» 

celle  d’un  courbe  plane  algébrique  du  degré  n.  11  est 
clair  que  toutes  les  dimensions  de  cette  dernière 
courbe  seront  données  de  grandeur , si  l'on  détermine 
les  constantes  de  l'équation  (b')  par  la  condition  que 
la  courbe  passe  par  autant  de  points  de  la  courba 
de  l'équation  (a)  , qu’il  y a de  constantes  dans  l’équa- 
tion (h)  PO*®  > si  .dans  les  équations  do 

condition  résultantes  du  calcul  précédent , et  qui  doi- 
vent Être  indépendantes  des  longueurs  des  distances 
ùx  des  ordonnées  de  ces' points  , on  fait  x = o , alors 
tous  les  points  de  section  se  réunbsent  en  un  seul  point 
> qui  est  celui  d’osculation , puisque  la  détermination 
convenable  des  constantes  de  l’équation. ( b ) ont  fixé 
d’une  manière  invariable  toutes  les  dimensions  de  1« 
«ourbe  dont  l’équation  est  (é),  et  que  , conséquem- 

* ' • 


(*)  Ce  nombre  ne  peut  jamais  excéder 


n (n  -s-  3) 


puisque  touls 


équation  du  degré  n entre  deux  variables,  ne  pwt  avoir  plus  de 

t ) (n  a)  V 11  - . ... 

^ termes,  el  que  tonte  l’eqnalion  peut  énre  divi- 

sée par  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  i’une  des  deux 


variables.  Quelquefois  même  il  fandra  moins  de 


n (n  -t-  3) 


points 


pour  fixer  les  grandenrs  des  dimensions  d’nnc  courbe.  Par  exemple, 
on  sait  qne  par  trois  points  donnés  on  ne  peut  faire  passer  qu’une 
«irconférence  de  cercle. 

i5 
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ment  * toute  autre  courbe  de  mêine  espèce  que  cette 
dernière  ne  peut  passer  entre  elle  et  la  courbe  de 
l’équation  (n).  Noua  donnerons  un  plus  grand  dévelop- 
pement à cette  idée , a 1 article  i74- 

On  prend  ordinairement  pour  courbe  oscnlatrice  , 
une  ligne  du  second  degré  , et  entre  autres  le  cercle 
qui  jouit  de  la  belle  propriété  d’avoir  l’un  de  ses  rayons 
perpendiculaire  à la  tangente  au  point  d’osculation  de 
la  courbe  ded’ équation  (a) . Ce  rayon  s’appelle  rayon 
osculateur  , ou  quelquefois  rayon  de  courbure  (♦)  , et 
est  d’un  très-fréquent  usage  dans  les  sciences  physioo- 
niathéniatiques  ^ voyez  la  nqie  I de  mon  Traité  de 
Navigation).  ' 

Ne  nous  occupant *donc  parmi  les  courbes  Dscula- 
, trices  que  du  cercle  dont  l’équation  générale  est 

(X  — — ^ 

cherchons  quelles  doivent  être  les  valeurs  des  cons- 
tantes »,  fi  et  R en  fonctions  des  coordonnées  y et  * 
X du  point  d’osculation  de  la  courbe  dont  l’équa- 
tion est  (a).  ^ ^ 

Pj , , ^ Soit  BÔD'I)"I  le  cercle  de  l’équation  (c)  ; CDD'D'H  ^ 

f une  courbe  quelconque  ayant  pour  équation 

« F(x,^)=o.. (a), 

et  coupée  en  trois  points  D , D',  D"  par  le  cercle  ; ^ 
représentons  par  y et  x les  coordonnées  du  point  D 


(♦)  Ce  dernier  nom  lui  a été  donné , parce  qne  le  petit  arc  dont  le 
point  d’oeculation  fait 'partie , e»t  éridemment  celui  de  la  courbe 
donnée  (abatiaction  faite  de  la  symétrie  do  courbure  entre  le»  are» 
de  cette  courbe  ) dont  la  courbure  se  rapproche  le  plus  de  celle  du 
encle  osculateur  b point. 
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OÙ  doit  être  le  contact  des  deux  courbes  j et  respec-  Fig-  *9- 
tivement  par^',  x'  et^,  x"  les  coordonnées  des  deux 
points  D'  et  D".  Supposons  de  plus  que  les  trois  points 
de  sections  t),  D'^  D”  sont  espacés  de  manière  que  les 
différences  EE',  E'E*  des  abscisses  x,  a/,  x*  soient 
égales , ce  qui  rend  Ax  constante. 

Cela  posé  , le  théorème  de  Taylor  équat.  (3g) , 
art.  38]  nous  donnera 


Mais  les  abscisses  variant  uniformément,  on  peut 
substituer  dans  cette  dernière  équation  (e)  , la  diffé- 
rentielle dx  à la  placé  de  celle  dx'.  De  plus,  on 
pourra  aussi  n’avoir  dans  la  même  équation  (e)  que 
des  différentielles  de  ^ à la  place  de  celle  de_y';  car 
’ différentiant  successivement  l'équation  (d)  , on  a 


dy'  = Ax  + etc. 

d*y'  = d‘y  + Ax  + etc. 


et  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (e) , il  vient 

. /=y  + ÈAx+5g^  + «o (/). 


Enün  de  cette  dernière  équation  retranchant  cell^ 
(d ) , on  a y —y  =y  — etc.  , ou 

y — 'f-.y=^^'‘  + etc...(g). 

j5.. 
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Fig-  19-  Un  calcul  semblable,  relativement  à la  courbe  BD'0"1, 
donnera  de  même 


,,  , dY  d*Y  Ax*  , • 

Y"— aY'-HY  = ^Aa:*+etc ’ 

Mais  les  points  D,  lY,  D”  étant  communs  aux  deux* 
courbes , on  a Y =y  , Y'  =y  et  Y*  = j donc  éga- 
lant les  valeurs  de  y'  — y et  de  Y'  — Y ^ées  des 
équations  (d)  et  ( /t  ) , et  divisant  l’équation  résultante 
par  le  facteur  commun  Ax-,  ensuite  égalant  les  valeurs 
de  y — ay  et  Y"  — aY'  + Y [ éq.  (g)  et  (i)] , 
et  di^nsant  l'équation^  résultante  par  le  facteqr  com- 
mun Ax*,  on  a 


dv  dy  dY.  dY 

+ '•'•=2X+3x-^+'“- 


• (‘) 


Telles  sont  les  deux  équations  de  condition  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  les  deux  courbes  aient  trois  points 
de  communs  D,  D',  D",  quelle  que  soit  la  longueur  de 
Ax.  Si  actuellement  nous  voulons  exprimer  Ta  i^union 
de  ces  trois  points  en  un  seul  ayant  pour  coordonnées  y 
et  X , nous  n’avons  qu’à  faire  Ax  = o , ce  qui  réduit 
les  deux  équations  (à)  et  (1)  à celles 


dx“ 


qui  nous  conduiront  à trouver  sans  peine  les  valeurs 
des  trois  constantes  et , d et  R de  l’équation  (c)  du  ' 
cercle.  En  effet , différentiant  deux  fois  de  suite  cette 
«quation  ( c ) , et  mettant , d’après  les.  équations  de 


) 
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. dy  ddy 

condition  en  (m) , les  quanttés  respectives  ^ et 
lîY  ûfrfY 

i la  place  de  celles  ^ et  , on  a par  la  première 
différentiation , l’équation 

X-«.=-(Y-9)g (n>; 

et  par  la  seconde  différentiation , il  vient  l’équation 

. (O).’: 

ce  qui  change  celle  (n)  en  l’équation 

• w- 

Enfin  substituant  ces  valeurs  de  Y — fl  et  X—»  dans 
l’équation  (c) , il  vient 

Le  point  de  la  courbe  quelconque  [éq.  F {x,y)  = o]  , 
pour  lequel  on  a calculé  l’osculation , ayant  pour  coor- 
données ^ et  X , les  coordonnées  Y et  X du  cercle 
osculateur  seront  à ce  même  point,  jr  et  x;  donc  des 
équations  (o)  et  (p)  on  tirera  celles 

fl  (io5)  . 

ddy 

^ ^ xdxddy  ■ .(io6). 

Substituant  les  valeurs' de  o> , Ô et  R Q équat.  (106)  , 
(io5),  (io4)3  l’équatioa  (c) , on  aura  celle  du 
cercle  osculateur. 


s5o  CALCULS  DIFFÉRINTIEL 

173.  Le  point  d’osculation  d'une  courbe  quelconque 
par  sa  ligne  osculatrice  , est  marqué  par  le  nombre  de 
points  moins  un , par  lesquels  on  ne  peut  faire  passer 
qu’une  ligne  de  l'espèce  de  cette  dernière , et  qui  se 
réduisent  en  un  seul  dans  le  cas  de  l'osculation.  Ainsi 
l'osculation  , lorsque  la  ligne  osculatrice  est  une  ligne 
droite , n’est  que  du  premier  ordre  (*)  , celle  par  le 
«cercle  est  du  second  ordre , et  ainsi  de  suite. 


(*)  Soit  Y=oX-t-A  IVqnalion  de  la  ligne  droite  osculatrice  , a et  A 
(tant  des  quantités  indéterminées,  et  représentons  lonjourspar  ^etx 
les  coordonnées  du  premier  point  de  section  qui  derra  derenir  point 
d’osculation  , et  par  y’  et  x'  les  coordonnées  du  second  point  de 

■eetion:  on  aara  pour  la  courbe  y' =y  *4-  ^ Ax  etc.  j et 
4 

^nr  la  ligne  droite  , Y'  =:  Y -4-  Ax  etc.  ; mais  anx  poinw  ' 

de  section  on  a y = Y et  y'  = Y'  ; donc 

» dY  . 

-J— Ax etc.  = -=7  Ax -t- etc.  : 
dx  dK 


r,ir  ^ dY  ydY  \ 
Ax^  AX  J = 55^-^  ^^^CdX’ 


*t  divisant  par  Ax  , il  vient 

— 
dx 

équation  qni  se  réduit  à ^ ^ dans  le  cas  où  les  deux  points 

dt  section  se  lénnisscnt  au  point  yx  ; donc  . qnation  différentielle 
de  la  ligne  droite  devient  alors  a = ^ ; et  pnisqu’an  point  yx  on 

a Y =y  St  X=  X,  on  aura  h —y  — donc  l'ëqnalion  géné- 

Cale  de  la  ligne  droite  osculatrice  on  tangente  à une  conrbe  qnel- 
•onqne  est 


...Ÿ  = ^X- 

dx 


ydx  — xdy 
‘ , dx  ’ 


équation  qui  pent  être  écrite  de  la  manière  suivante: 
Y— y (X-x)  , 

•I  qne  nous  avons  dcj&  démontrée  A l’article  99. 
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174'  Mais  il  est  nécessaire  de  ne  pas  confondre  le  < 
ainiple  point  de  tangence  avec  le  point  d’osculation  ; 
car  un  même  point  de  la  conrbe  del’équat.  F (x,^)=x  o - 
peut  être  point  de  tangence  de  cette  courbe  , avec  un 
nombre  indéfini  d’autres  courbes  de  même  espèce  que 
celle  de  l’équation  f (x,y)*=oqu’ona  prise  pour  oscu- 
latrice  , au  lieu  qu’il  n’y  a réellement  qu’une  courbe 
osculatrice  , et  par  conséquent  qu’une  osculation.  Ceci 
provient  de  ce  que  la  simple  condition  qu’une  courbe 
doit  avoir  pour  tangente  à un  de  ses  points  une  droite 
qui  est  déjà  tangente  au  même  point  commun  à la 
courbe  donnée  , laisse  absolument  indéterminées  les 
dimensions  de  la  première  de  ces  courbes  ; au  lieu  que 
les  conditions  exprimées  par  les  équations  (^)  , (Q.  • . 

( art.  lya  ) en  même  nombre  moins  une  unité  que  celui 
des  points  nécessaires  pour  déterminer  la  ligne  oscula- 
trice, et  par  suite  les  équations  (m)  [ art.  lyn^.en 

même  nombre  que  celles  (/),  (/f) Jràrt.  1723  , 

ne  peuvent  appartenir  qu’à  une  seule  des  courbes  de 
même  espèce  (]  équat. /"(x'jy)  = ®3  qui  touchent  la 
donnée  [équat.  F (x,_y)=  03  en  un  seul  point , puis- 
qu'elles déterminent  de  grandeur  et  de  position  toutes 
ses  dimensions. 

175.  An  reste  nous  observerons  que  lorsque  la  courbe 
osculatrice  [éq.y(x,^)=o3  est  du  degré  marqué  par 
l’un  des  nombres  de  la  suite  2, 3, 6, 7, 10,  ii , i4,  >5...., 
nécessairement  le  point  de  contact  est  de  la  forme  de 
ceux  de  tangences  aux  points  d’infiexions  des  courbes 
(art.  i58  et  suiv.  ) ; c’est-à-dire  que  la  courbe  oscu- 
latrice étant  d’abord  en  dedans  de  l’autre  courbe  Fig 
avant  l’osculation , se  trouve  en  dehors  après , ou  réci- 
proquement ; telle  est  la  courbe  osculatrice  EDM , par 
rapport  à la  courbe  donnée  CDH.  En  effet , lorsque  le 
degré  n de  l’équation  f (x,y')  = o,  est  égal  à un  des 


f 

€ 

■4i< 

■.  'f-  > 

Vf  - 
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^^^ap.*nombres  de  la  suite  numérique  précédente  ; ob  a ]• 


^ nombre”  de  points  nécessaires  pour  fixer  la 


grandeur  des  dimensions  de  cette  courbe  qui  est  un 

...  J n ( n + 3)  . 

nombre  impair;  donc  ces points  étant  prii 

arbitrairement  sur  la  courbe  donnée  , il  est  clair  qu’a- 
près  la  dernière  section  de  cette  courbe  par  celle  du 
degré  n qui  doit  devenir  osculatrice  lorsque  Ax  = o , 
cette  dernière  courbe  se  prolongera  du  côté  opposé, 
relativement  à la  courbe  donnée  [^éq.  F (x,  o]  , 
à celui  où  elle  était  avant  la  première  section;  et 
comme  les  équations  de  condition  nécessaires  à l'oscu- 


lation ne  font  que  réunir  les 


n ( « -f-  3 ) 


points  inter- 


«nédiaires  à ces  deux  parties  de  la  courbe  osculatrice  , 
il  s'ensuit  que  le  point  d’osculation  sépare  deux  parties 
de  la  courbe  osculatrice  , dont  l’une  extérieure'  et 
l'autre  intérieure  à la  courbe  donnée.  C’est  ainsi  que 
les  sections  coniques  osculatrices  ne  contactent  une 
courbe  quelconque , que  de  la  même  manière  que  la 
tangente  à un  point  d'inflexion  d’u'ne  courbe  touche 
celle-ci  ; et  il  est  aisé  de  voir , d’après  cela  , qu’outre 
les  raisons  données  précédemment  pour  prouver  que 
l’on  ne  peut  faire  passer  entre  une  courbe  et  le  cercle 
osculateur  un  autre  arc  de  cercle,  nous  le  prouverons 
encore  en  faisant  observer  que  pour  tout  rayon  de 
cercle  pris  depuis  le  point  D sur  la  direction  de  DI 
du  cercle  osculateur,  et  >•  DI , tel  que ,DI', l'arc  de 
cercle  ADB  décrit  du  point  I'  comme  centre  , passant 
tout  en  dehors  de  l'arc  EDM,  n’est  compris  entre  ceux 
CDH  et  EDM  qu’avant  le  point  D d’osculation.  On 
prouvera  de  même  que  si  le  rayon  de  cercle  était 
DI , l’arc  de  cercle  décrit  avec  ce  raj  on  serait  ea 


Digitized  by  Google 


ET  AOX  DIFFÉAENCES?  233 

âcdanr  des  deux  arcs  EDM,  CDH  av^t  le  point  D l 
d’osculation  J donc  , etc. 

176.  Mai»  lorsque  le  degré  n de  la  ligne  algébrique 
{]  équat.  f (x,y)  = o 3 est  égal  à l’un  des  nombres  de 

la  suite  . . .(o)  , alors  étant  un 

nombre  pair , cette  ligne  , immédiatement  après  son 

passage  par  le  — ^ point  prie  sur  la  courbe 

3 

donnée^ [ équat.  F {x,y)  = o3  » se  trouve  du  même 
côté  par  rapport  à cette  dernière  courbe , qu’immédia- 
tement  avant  son  passage  par  le  premier  point  pris  sur 
la  même  courbe  donnée  ; donc  , d’après  les  condition» 
exprimées  par  des  équations  analogues  à celles  ( m ) 
(art.  173  ) qui  réunissent  tous  ces  points  de  section» 
en  un  seul  de  contact , ce  point  de  contact  sera  de  la 
nature  de  celiri  de  tangence  d’une  droite  avec  un» 
courbe  ; ainsi  pour  le  cas  de  n = 1 qui  est  celui  de 
la  ligne  droite  , le  point  de  tangence  est  un  vrai 
point  d’osculation.  En  effet,  entre  une  courbe  et 
sa  tangente  , on  ne  peut  pas  faire  passer  une  autre 
ligne  droite  , ce  qui  tient  à la  propriété  caracté- 
ristique de  cette  ligne  , dont  deux  point»  déterminent 
la  position  , et  fait  passer  en  dehors  de  la  tangente 
par  rapport  à la  courbe  , toute  autre  ligne  droite  qui , 
passant  par  le  point  de  tangence  , passerait  aussi  par  un 
point  pris  entre  la  tangente  et  la  courbe.  Mais  les  ligne» 
des  4‘”'j  5”*,  8“* degrés  se  trouvant  immédia- 

tement après  le  point  de  contact  du  même  côté  de  la 
courbe  donnée  (équat.  F(x,_y)=o3  qu’immédia- 
tement'  avant , le  point  de  contact  n’est  que  de  simple 


(*)  CVst  par  celte  raison  qne  dans  Je  renvoi  de  l'article  i^3 
nous  avoua  écrit , de  la  ligne  droite  oseulutiiie  ou  tangent*. 
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tangence  et  non  d’oiculatioii.  Ainsi  toutes  les  courbes 
du  degré  marqué  par  l'un  des  nombres  de  la  suite  (a)  , 
en  partant  du  second , ne  peut  être  osculatrice  ; obser- 
Tation  essentielle  qui , du  moins  à ma  connaissance  , 
n'avait  pas  encore  été  faite. 

Fig  ai.  ^77'  cercles  osculateurs  et  les  rayons  vecteurs 

d’une  courbe  ADD'G varient  évidemment  d’un 

point  D à un  point  D'  de  la  même  courbe  ; donc  aussi 
les  centres  H,  H'. . . . des  cercles  osculateurs  changent 
de  places  (*)  pour  chaque  point  de  la  courbe  , et  ce 
déplacement  se  faisant  continuellement  comme  la  gé- 
nération de  la  courbe  donnée  ADD'G par  un  point 

mobile  A qui  se  mouvrait  sur  le  plan  de  la  ligure  , 
d’après  la  loi  qui  régit  cette  courbe  ; il  s’ensuit  que  les 

centres  osculateurs  H , H' appartiennent  à une 

courbe  CHH'.. ...  soumise  à une  relation  entre  les 
coordonnées  a et  6 des  centres  des  cercles  osculateurs 
qui , comme  nous  le  verrons  dans  la  suite , se  déduit 
aisément  de  celle  qui  existe  entre  les  coordonnées^ 
et  X de  la  proposée  (**). 


(*')  En  effet , si  tons  ces  cercles  oscolatenrs  étaient  eoncentriqncs , 
et  si,  pat  exemple  , le  centre  commun  «tait  H , il  s’ensaiTiait  que 

toutes  les  droites  telles  que  UD  , HD',  HG menc'es  do  point 

H aux  diffe'rens  points  de  la  courbe,  seraient  toutes  perpendicu- 
laires aux  tangentes  A ces  points  de  la  courbe  , propriété  qui  i 
comme  on  le  soit , n’appartient  qu’au  cercle. 


{’’’')  On  pourrait  trouver  l’équation  de  cette  ligne  des  centres 
osculateurs  , en  éliminant  x tl  y entre  l’équation  de  la  courbe  et 
les  équations  ( io5)  et  ( io6).  Par  exemple,  pour  la  parabole  dont 
l’équation  est  jr‘  = px,  on  e 


ay 


pdx* 
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178.  Le  rayon  oscnlateur  tel  que  IID  4laut  per-  Fi 
pendiculaire  à la  tangente  dn  cercle  osculateur  au 
point  de  l'osculation , et  çette  tangente  étant  aussi  celle 
de  la  courbe  donnée  au  même  point , il  s’ensuit  que 
ce  rayon  osculatenr  HD  est  normale  i la  conrbe  an 
point  D ; donc 

tang  DEX  = — ^ (art.  n 5 ) , 

ce  qni  donne  pour  la  ligne  normale  HD  soumise  i 
passer  par  le  point  H dont  les  coordonnées  sont  i 
et  a> , l'équation 

^ — — ^(x  — ») (107). 

17g.  La  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé 

par  une  sécante  et  Taxe  des  abscisses  étant  ^ 

( art.  io3)  , il  est  clair  que  l’équation  de  la  perpen- 
diculaire à cette  sécante  abaissée  d’un  point  dont  les 
cx)ordonnées  sont  » et  d , sera;. 

(yr— -8)Ay +Ax(x— û»)  = o (a),  . 


d’oii 


dy‘  -4-  

ddjr 

donc 


(p-t-4jr  )y  dr  dy  Ar» P ->•  4^  . y 

P ' dx  dify  a ’ 


i=-iai=_4r-’  et  -= 


P* 


2x- 


d’oii 


(._Q’=s7x»  = ^pS. 


ce  qui  est  l'éqaation  de  la  développée  de  la  parabole;  mais  noua 
ferons  connaître  dans  la  seconde  partie  de  cet  ouvrage , desmélhortea 
beaucoup  plus  simples  pour  trouver  les  éqiialiont  des  lieux  des  cenirea. 
escntateun.  1 ' 


\ 
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F'g-  M.  dont  la  différence , en  prenant  toujours  les  Tariation# 
de  X uniformes,  est 

ùy*  + Ar*  + — ô)  + AyA^  = , (i). 

Mais  8!  en  même  temps  que  l’on  prend  la  différence 
de  l'équation  (a)  , on  considère  encore  le  passage  de 
la  perpendiculaire  dont  les  coordonnées  sont  « et  9 à 
une  autre  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  H'  dont 
* les  coordonnées  sont  »'  = m -f-Arj  et  6'  = fl  Afl  sur 
une  seconde  sécante  qui  suit  immédiatement  la  pre- 
mière , alors  il  faut  prendre  la  différence  de  l'équa- 
tion (a)  , non-seulement  par  rapport  à y , x et  Ay  , 
mais  encore  par  rapport  à fl  et  »,  ce  qui  donne , toutes 
réductions  faites , 

Ajr*  -f-  Ax* A^  {y  —fl  ) -f-  A_yA^  — A’_yAÔ 
— AxAw  — AflAy  = o. . .(c)  , 

«t  retranchant  de  l’équation  (b)  celle  (c)  , il  vieet 


AflA*y 


AxA»  Afl 

+ ^ + 5 = ° w.- 


Malt  dans  le  cas  où  les  deux  cordes  qui  joignent  les 
trois  points  de  la  courbe  ADD'G qui  déter- 

minent le  cercle  passant  par  ces  trois  points , se  ré- 
duisent à un  seul  point  D , ce  qui  est  le  -cas  de  l’oscu* 
iation  circulaire  à ce  point;  alors  Afl  = 6'  — fl  — o , 
^*y  est  de  la  forme 


(m — m) — (m — m)  = (/n — m)(i — — OC**"*)! 

* r 

et  Ayf*  de  celle 

t 

(m  — m)*=7n*(i  — i)(i  — i); 
donc  le  premier  terme  de  l’équation  (J)  devient 
X O =;  O , et  le»  deux  autre»  termes  ayant  le  mêm» 
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nombre  de  facteurs  absorbans  au  numérateur  et  au  dé-  ai. 
nominateur  , expriment  toujours  des  quantités  finies  ; 
et  l'on  a , d’après  la  notation  du  calcul  diiTérentiel 
l’équation  {£)  qui  se  réduit  à*  celle 

drcl'ii  , dd  ' J,  , dx  dB  ' * 


, dB  ' 

+ Ty=°‘ 


dx 


et  substituant  cette  valeur  de  ^ dans  l’équation  (107) 

du  rayon  osculateur  DH  , on  a celle 

’ dB 

J'— = (108), 

qui  est  l’équation  d’une  tangente  au  point  H de  la 

cpurbe  CHH'M [équat.  (88)’,  art.  99]  ; dona  _ 

les  rayons  osculateurs  d'une  courbe  sorit'  normales  à 
, celte  courbe , et  tangentes  au  lieu  géométrique  de  tous 
les  centres  osculateurs.  ' 

f 

1,80.  On  peut  donc  concevoir  que  la  partie  ApD’’G 
de  la  courbe  principale  , a été  décrite  par  l’extré- 
mité A d’un  fil  AÇHH'M  fixé  au  point  M,  qui  d’abord 
enveloppant  entièrement  l’arc  MH'HGdelq  courbe  deé* 
centres  osculateurs  s’en, écarte  ascensîonnellement  , 
mais  étant  toujours  tendu.  Ainsi  ladilTérençe  D'H' — DH 
,de  deux  rayons  osculateurs , est  égale  à l’arc  développer 
. HH'  de  la  courbe  des  centres  osculateurs , courbe  qui  , 
d’après  les  propriétés  * que  nous  venons  d’exposer, 

• s’appelle  la  développée  , et  on  appelle  développante  la 
courbe  *ADD'0  engendrée  par  le  développement  delà 
développée . 

i8i.  Puisqu’à  un  seul  point  D d’une  courbe  il  ne’ 
peut  correspondre  qu’un  seul  rayon  osculateur  HD 
il  s’ensuit  que  le  double  signe  qui  précède  la  valeur 
de  R [équat.  '(‘"4)3  relatif  qu’à  la  position  de 
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Fig.  ar.  ce  rayon  osculateur  relativement  à Taxe  des  abscisse», 
c’est-à-dire  que  si  on  le  considère  positif  lorsque,  comme 
dans  la  figure  ai , la  courbe  présentant  sa  concavité  à 
l'axe  des  abscisses , le  rayon  oscillateur  se  dirige  vers 
cet  axe , il  faudra  le  considérer  négatif  lorsque , comme 
dans  la  figure  aa,  la  courbe  présentant  sa  convexité  à 
l’axe  AX  des  abscisses , le  rayon  de  courbure  se  dirige  ^ 
dans  un  sens  opposé  à l’axe.  Or,  si  nous  convenons 
de  cet  ordre  de  signes  qui  est  celui  généralement  adopté, 
quoiqu’on  pût  le  prendre  dans  un  sens  inverse , nous 
ubserverons  que  mettant  l’équation  (to4)  sous  la  forme 


dx’* 


le  dénominateur  est  négatif  lorsque  la  courbe  présente 
sa  concavité  à l’axe  des  x , et  positif  dans  le  cas  con- 
traire (art.  97)  ;donc  pour  que  le  rayon  osculateur  R 
soit  positif  dans  le  premier  cas , il  faut  que  l’expression 
générale  de  sa  valeur  soit  précédée  du  signe  négatif;  et 
pour  qu’il  soit  négatif  dans  le  second  cas , il  faut  encore 
^ûe  son  expression  générale  soit  précédée  du  signe  né- 
gatif. Nous  écrirons  donc  toujours 


• « (dy'+di*y  , 

' On  tire  de  l’équation  (96)  , article  lai , ceHe 


donc 


(dy*  + = .--p— , 


R = — 


y*ddy  ‘ 


.(110). 


f 
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i8a.  Pour  faire  Quelques  applications  de  ces  for-Fij.  ab 
mules , prenons  d’abord  l'équation  générale  des  sec- 
tions coniques,  qui  est  ^ 

Px -f- Qæ*  (art.  io4). . . • .(a). 

Dilférentiant  successivement  deux  fois  de  suite  cette 
équation  , on  a * 

aydy  = (P  -f-  aQx)  dx  et  dy*  -\-yddy  = Qdx*  ; 

« donc 

J J _ C 4Qy‘—  ( P + sQa?  )*]  dx»  _ P»dx» 

et  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i  i o) , on  a - ' • 
N*’  - 

résultat  remarquable,  et  qui  exprime  une  belle  propriété 
commune  à toutes  les  sections  coniques. 

Pour  trouver  le  point  de  ces  courbés  où  le  rayon 
osculateur  est  égal  à la  normale , mettons  dans  l’équa- 
tion (i  ) i)  N à la  place.de  R,  ce  qui  donne 

-N»=±(iP)»,  d’où  N=Rc=±|P (a).. 

Mais  IV  = ï P lorsque  x = o , puisqu’alors  _y  = o , 

P 

N=f(S.u)  et  (S.n)  =r- (^équati  (a),  art.  117  J» 

* ^ I 

donc  la  courbe  ADD'G. . . . étant  supposée  une  sec- 
tion conique,  la  distance  AC  des  origines  A et  C de 
la  développante  et  de  la  développée  est  égale  au  demi- 
paramètre.  Dans  l’ellipse  et  l’hyperbole  , le  double  signe 
qui  précède  la  valeur  de  R équat.  (aj] , annonce 
deux  points  de  ces  courbes  où  les  rayons  osculateurs 
•ont  égaux  au  demiiparamètre , mais  placés  en  sens  - > 
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Fig.  ai.  inverse  l’un  de  l'autre  ; il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux 

points  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  sont  ceux  où  leo  • 

^ courbes  coupent  l’axe  principal.  . ; ' 

On  a pour  l’ellipse  dont  les  grand  et  petit  - axes  sont 
aA  et  flB,  l’équation 

B 


[caAx-  X*)  + ( A-x)“], 


d’où 


■dN  _ B‘(A— x)  (A*— B“) 
dx  ~ A+iV  ~- 


et  d’après  la  méthode  des  maxima  et  minima , faisant 
dN  = O , on  a x= A qui  répond  à un  maximum,  de  N , 

puisqu’une  seconde  différentiation  rendrait  négatif 

( voyez  art.  6g).  On  trouve  donc  que  N = B est  an 

maximum,  etque  conséquemment  R = (• 

est  un  maximu/n. 'Ainsi  la  courbe  ADG  étant  uns 

A* 

ellipse  , le  rayon  osculateur  MG  = -g-  qui  est  dans  là 

direction  du  second  axe  , est  le  plus  grand  possible  ; 
mais  à l’origine  A , le  rayon  de  courbure  CA  est 
B» 

J P = -J-  ; donc  la  longueur  absoluedu  quart  CHH'Mde 
" < . 

A*—B* 

ladéveloppée  de  l'ellipse  est  égale  àMG — CA= — . 

Si  A = B , ce  qui  est  le  cas  du  cercle , la  développée  sa 
réduit  au  centre  de  ce' cercle.^  * ' , 

Il  est.  aisé  au  lecteur  de  suppléer  à ce  qui  manque  à 
la  Gguréai  pour  tracer  ladéveloppée  entière  de  l’ellipse.^ 
11  pourra  de  même  s’exercer  à la  discussion  de»dévelop*^ 
pées  des  autres  sections  coniques,  , » ' ' 

1 83. 
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* *■  -.  t 

183.  Pour  la  logarithmique  dont  l’éqifttion  est  à*  Fig.  5. 

(art.  107),  on  a ^ , 

€ly—b^lbdxz=zmb^dx,  dy‘~m'b'^dj^,  d*y=im'‘b^dj^-, 

donc  le  rayon  osculateur  de  cette  courbe  est 

( m‘b^  4-  1 Ÿ ' ■■ 

Le  signe  négatif  de  cette  expression  indique  que  U ' 
rayon  osculateur  K£  ( lig.  5 ) se  prolonge  du  côté 
opposé  à l’axe  XX'  des  abscisses. 

184.  L’équation  différentielle  (a)  [|  art.  1143 
cycloïde,  étant  différentiée,  donne  - 


yddy  -f  dy^=  y dx'dy (i)  ; 

VSiry—y 

mais  quarrant  la  même  équation  ( [art.  ii43  et 
multipliant  ces  deux  membres  par  dx*,  on  a,  respec- 
tivement à ces  d’eux  opération.s , ■ < 

= et  dydx  = ^^t^.^JZÏ:-. 

y y 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (A)  , il  vient 


de  plus  dy'^  dx?  = .L  dx*  ; 

’ y ' 


dono  l’équation  (log)  nous  donnera  çour  la  cycloïde; 
R = 2 ii.ry (e) . 


Mais  y~r 
donc 


— cos #1  [ éq.  ( A ) , art.  ii23=:^-‘" 

n 

R = 4 **“5" (d). 

iS 
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?'g'  6-  Cette  équatiqi;  qui  est  des  plus  simples , nous  apprend, 
i“.  que  la  développée  ANP  de  la  cycloïde  a son  ori- 
gine au  même  point  A que  la  développante  , puisque 
pour  <»  s=  O on  a R «=  o.  3°.  Que  le  rayon  osculateur 
PA"  qui  aboutit  au  milieu  A"  de  la  cycloïde,  est  égal 
au  double  du  diamètre  du  cercle  générateur,  puisque 
pour  û)-=aoo%  on  a R=4r.  3“.  Que  conséquemment 
la  longueur  absolije  de  toute  la  développée  ANPA* 
est  égale  à quatre  diamètres  du  cercle-  générateur. 

• Cette  conclusion  nous  conduira  dans  la  suite  à la 
rectification  rigoureuse  de  la  cycloïde. 

i85.  Représentant  par  ^ et  c les  sinns  et  cosinus 
de  l’angle  formé  par  la  normale  d'une  courbe  avec  l'axe 
des  abscisses,  on  a 

* dà;  ^ __ 

quarrant  et  cha^ant  les  dénominateurs , il  vient 

dx 


— i*dx“,  d’où  .<  = ■ ^ 

et  différentiaafen  prenant  toujours  dx  constante  , ou  a 

ds  — ^ [équat.  ( I og)] , 

(dy*-f- dx")* 

d’où  dy=^Kds (i>o)- 

De  l’équation  précédente  (a) , on  tire 

‘ dx=  =ï: 

mais  représentant  par  L l’angle  de  la  normale  avec 
l'axe  des  abscisses , l'équation  (tin)  donne 

dy  = R«dL , donc  dx  = ^r.lUdL, 
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OU  enRn 

dx  = dz  Kde (i  i3). 

i8ti.  Ces  formules. ^ont  nous  verrons  dans  la  suite 
l’utilité  pour  trouver  facilement  l’équation  entre  les 
coordonnées  rectangulaires  d'une  courbe  par  le  moyen 
de  la  seule  valeur  de  son  rayon  oeculateur,  et  pour 
passer  des  équations  des  courbes  à celles  des  dévelop- 
pées de  tous  les  ordres  , ou  des  équations  des  dévelop- 
pées à celles  des  développantes  de  tous  les  ordres , 
nous  serviront  dans  certaines  occasions  à trouver 
d’une  manière  plus  facile  que  les  méthodes  précé- 
dentes , la  valeur  du  rayon  osculateur  d’une  courbe 
par  le  moyen  de  celle  d’une  seule  coordonnée  en 
fonction  de  l’angle  de  la  normale.  Par  exemple,  on  a 
dans  la  parabole  dont  le  paramètre  est  P,  l'équatiou 

P Jr 

y=iPtn,  d’où  ' 


(*}  U est  sonrent  utile , ^Uat  donnée  Téqiuition  d’nne  courbe 
entre  ses  coordonnées  rcctangalaires , de  trouver  les  valeurs  de  ces 
coordonnées  en  fonctions  trigonométriques  de  Tangle  de  la  normale. 
Voici  la  méthode  generale  qu^oo  pourra^mployer  pour  y parvenir; 
Avec  Tequation  de  la  çouibe  , on  a la  valeur  de  jr  et  de  la  sous- 
uormale  (S.  n)  en  foncions  de  x (art.  116).  mai8j*=: — (S.D)t; 
donc  égalant  cette  valeur  dc^  avec  celle  que  donne  Téquation  de  la 
courbé^  on  a une  équation  dans  laquelle  il  n’entre  que  x et  ^ee 
fonctions  trigonométriques  de  Pangle  de  la  normale,  d’on  l’on  tire 
la  valeur  demandée  de  X f et  la  substituant  dans  Téquaiion  de  U 
courbe , on  a aussi  la  Toleui  denaiulée  de^.  Par  exemple , on  a 
pour  les  courbes  du  second  degré 

. . wt.  117;, 

le  signe  supérieur  pour  l’e^ipse , et  l'inférieur  pour  l'hyperbole  j 
J^nc  y*  ou 

^ r. 

iS.. 
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et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (112)  , on  a 

^^  = Rc,  d’où  R=^. 

Si  L = 20o",  d’où  c’  = — i',  on  a 

. ,R=— ^P,  U 

ainsi  que  nous  l’avons  déjà  trouvé  pour  toutes  les  sections 
coniques  (art.  182), 

Le  lecteur  pourra , par  cette  méthode , trouver  ai- 


ittolvant  Mlle  équaiiun  par  rapport  à x , il  vient 

['  ± A [t  ^-p=====], 

V*  — — " ( aAx  rz  X*  ) i 
maii  J — r -»-  ■*  '< 

donc  lubitituant  la  valent  de  x,  on  a,  toutes  réductions  faites , 

B's 


r = 


6i  l’on  fuit  dans  l’équatû^  («) , Q = o . on  a 


x=^  . ù’oii  r = V’ 


Pt 


CS  qui  sont  les  valeurs  de  X et  de/ dans  la  parabole. 

Prenant  l’origine  des  coordonnées  depuU  le  centre  da  1 ellipse  e» 
Ue  rhyp€ibole , l*on  a 


A‘c 


\/A*c'*  :±r 

valeur  de  x plus  symétrique  par  «lle-méme  et  avec  ceUe  de/ , que 
celle  trouvée  précédemment.  Distant  la  valeur  de  / par  celte 
dernière  de  x , on  a 

r B-  , *^'.r 

^ = _t,  d’ou  t = V 

c«  qu'on  sait  dtiji  (.fiioi > art.  i54  )'  ^ 


» 
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sèment  l’expression  du  rayon  osculateur  de  l’clUpse  et 
de -rhyperbole , sachant  d’ailleurs  que  dans  ces  courbes 
on  a 

BV 

^[AV  ±BV]’ 

le'  signe  »f*  pour  l’ellipse , celui  — pour  l’hyperbole. 
( Voyez  le  renvoi  de  la  page  243.  ) 


CHAPITRE  XIII. 

'^Application  des  calculs  aux  différences  et 
différentiels  à la  théorie  des  suif  aces  courbes 
et  des  courbes  à double  courbure. 


187.  !NoüS  allons  dan.s  cet  article  chercher  l’équation 
du  plan  tangent  à une  surface  courbe  donnée  par  son 
équation 

(fl)... F (x',y,  a')=o  ou 

Pour  parvenir  à cette  équation  , considérons  d’abord 
un  pian  sécant  passant  par  un  point  xyz  de  la  sur'- 
face  courbe , et  dont  l’équation  sera  conséquemment  de 
la  forme 

= A (a/ — of)  + ® — *) (c), 

les  coelBciens  A , B étant  encore  indéterminés. 

Représentant  par  x" , f , z"  les  coordonnées  d’nn 
second  point  de  la  surface  courbe,  on  exprimera  que 
le  plan  coupe  cette  snrface  au  point  x'[y*a",  en 
mettant  dans  l’équation  (c)  x“,  y"  et  z"  à la  place  de 

I • 


Ditj”‘Z2d  by 


X 


f 
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, y et  a',  ce  qui  donnera 

z'  — *=A(x»  — x)+B(/— ...(tQ? 

De  même  l'équation  (&)  de  la  surface  devant  être  sa- 
tisfaite aux  deux  points  ayant  respectivement  pouT 
coordonnées  x" ,y' , z"  tt  x , y , z , on  aura  * 

z‘'=f{x'’,y)  et  z=f(^x,y)i 

donc 

. •'  ‘a"— (e). 

'V.  Or , les  équations  (d)  et  (e)  ne  renfermant  que  des 
^ t;oordonnées  particulières  à deux  seuls  points  de  la 
surface , la  première  peut  être  mise  sous  la  forme 

Âz=AAx-f-BAy  ou  + (/)  , 

et  la  seconde  sous  la  forme 


A*  = A/(x,^  ) = A^/(  x,^  )4- At/C  X,  y ) 
= (a:,  J')  Ac  + çJ- (x,j)  Ay, 

0“  + 


Ax 


Iletranchant  cette  dernière  équation  de  celle  , et 
faisant  attention  que  l'équation  résultante  doit  avoir 

lieu  indépendamment  des  valeurs  de  ^ , On  aura 
A=?*(x,j)=^,  et 

Substituant  ces  valeurs  de  A et  de  B dans  l'équa- 
tion (c)  , on  a pour  équation  générale  des  plans  séeans 
à une  surface  courbe , celle  ' 

^ c> -/)•  • • • ■ •C"4)- 


t 


\ 


« 
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Mais  SI  l’on  fait  mouvoir  le  plan  autour  dfe  point 
yx2,  de  maiîtère  que  la  partie  relraiicliée  se  réduise 
à ce  seul  point , qui  alors  devient  point  de  contact,  on 
aura  les  numérateurs  et  dénominateurs  des  coefTiciens 
aux  différences  de  l’équation  (i  i4)  qui  s’évanouiront 
aimultanéraent  ; donc  représentant  d’après  la  notation 

du  calcul  différentiel , par  rapport  des 

quantités  absorbées  dans  les  fractions  respectives  ^ 


Ai: 


ù.yz 


et  , lorsque  le  plan  ne  tonche  plus  la  surface  courbe 

qu'en  un  seul  p^t , on  aura  pour  équation  du  plan 
tangent 

^ ^ ^ >•  ‘ • ’ 5)  ["■]• 

AFPLiCATIotJ.  Trcnivêr  F équation  du  flan  tangent 
à toutes  les  surfaces  du  second  degré.  ^ 

On  sait  que  l’équâtion  générale  de  ces  surfaces  est 

Lx"  + My*  -f-  1 . . . ; 

mais  X ,y,  Z étant  les  coordonnées  du  point  de  tan- 
gence , on  a aussi 

Lx*+My + 1 (0; 


donc 


d*z  Le  d^z IV^ 

■5Ï“~N» 


CT  Qp  poncrait  troever  rctle  eqoatioA  par  un  antre  procrtle 
que  j'ai  employé  A rarticle  197 , pour  avoir  l'équation  générale 
des  plans  tangens  aux  lignes  coutbes  A double  courbure  ( voyeX 
la  remarqae  de  l'art.  197  ). 


Digitized  by  Google 


248 


CALCULS  DIFFÉRENTIEL 


substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i  i5)^  on 


r JjX  ’ . J\lv  "" 

)-NiCy-^)vOiG), 

ou  plus  simplement,  chassant  le  dénominateur  , effec- 
tuant les  multiplications  , et  réduisant  l’équation  résul- 
tante par  le  mnj’’en  de  celle  ( r)  , on  a pour  équa- 
tion du  plan  tangent 

La/x  -f  My'y  -f  Na'a  = i . . . .(117). 

188.  Cherchons  maintenant  les  équations  de  la  droite 
normale  au  point  xyz  de  la  surface  courbe. 

. Faisant  successivement  y = o e?x'  = o 
tion  (n5)  se  réduit  successivement  à celles 

, , dxdyz 

dy  , , ^ , dyd^z 

— V=-^(2— z) 


l’équa- 


•t 


d/z 


dxdyy" 


qui  sont  respectivement  les  équations  des  traces  du  plan 
tangent  sur  les  plans  coordonnés  des  xz  et  des  yz.  Ainsi 

^ ■ 1 

«Fz"  d^  tangentes  tngono- 

metriques  des  angles  que  forment  ces  traces  avec  l’axe 

des  Z'f  donc  les  équations  cherchées  de  la  normale  sont 

» 

{xf-x=-^Çz'-z),y'-y=^^ 

Ainsi  les  équations  de  la  normale  au  point  de  tangence 
yxz  des  surfaces  de  second  degré  , sont 

(*'-*)](' 19)- 

( V«yez  l’application  deTarticle  précédent.  ) 


D: 


f- 
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189.  Un  plan  sera  normal  au  point  de  tangence 
yxz  de  la  surface  courbe , s’il  a sur  le  plan  des 
xz  et  des  yz  les  mêmes  traces  que  les  projections  de 
la  droite  normale , ou  du  moins  des  traces  parallèles  à 
ces  projections.  Or  , l'équation  de  ce  plan  normal  étant 
de  la  forme  t!  — z = A (j/  — a.-)  B — y")  , 

l’équation  de  sa  trace  sur  le  plan  des  xz  est 

z'  — z = A(a:'  — x)  ou  x'  — x=^(a' — *), 

et  identiGant  cette  équation  avec  la  première  du  groupe 
(i  18) , on  a 

dx 

De  même  l’équation  de  la  trace  du  plan  normal  sur 
le  plan  des  yz  , est 


comparant  identiquement  cette  dernière  équation 
avec  la  seconde  du  groupe  (118)  , on  a 


B = — 


dy 

d^z 


donc  l’équation  du  plan  normal  au  point  de  tangence 
des  surfaces  courbes  est 

Ainsi  l’équation  du  plan  normal  an  point  de  tangence 
xyz  des  surfaces  du  second  degré  est 
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190.  On  sait  que  la  distance  dans  l’espace  de  deux 
points  dont  les  coordonnéeMont  respectivement  y',  a' 

,x,z,  est  V/ ( z'—zY  4.  (y'—yy  + (a/— x)*. 
Substituant  dans  cette  formule  les  valeurs  de_y'— et  de 
a/ — X données  par  les  équations  (n  8) , on  a la  distance 

en  question  = (a'  i » 

et  faisant  dans  cette  formule  a'  = o , on  a pour  la 
distance  du  point  de  tangence  au  plan  des  xy  , la 
quantité 


Ainsi  pour  les  surfaces  du  second  degré , cette  dis- 
tante est 


V/ L*x^  ■+.  My + N“a» 
. N 


.(123). 


Si  l’on  fait  L = M = N , ce  qui  est  le  cas  de  la  sphère , 
cette  dernière  formule  se  réduit  à la  quantité» 

\/ o:“-f|y°+»“  «pli  est  égale  au  rayon  de  la  sphère , ce  qui 
nous  dit  une  chose  évidente  d’elU-même  , savoir , que 
tous  les  points  de  la  surface  d'une  sphère  ayant  son 
centre  à l’origine  des  coordonnées,  sont  éloignés  de 
cette  origine  d’une  quantité  constante  égale  an  rayoa 
de  la  sphère. 

191.  Il  e.st  évident  que  le  plan  tangent  au  point  de 
la  surface  courbe  où  répond  une  coordonnée  d'extrême 
grandeur,  est  parallèle  au  plan  des  deux  autres  coor- 
données , et  par  conséquent  l’équation  de  ce  plan  sera  * 

Coordonnée  de  même  dénomination  que  celle  d ex- 
trême grandeur , égale  À cette  dernière  coordonnée,  à 
laquelle  évidemment  répond  le  point  de  tangence. 

Par  exemple,  si  la  coordonnée  verticale  z du  point  de 


» 


; 
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tangence  est  d'une  extrême  grandeur , alors  le  plan  dC 
l’éqiption  ( i r5)  est  parallèle  au  plan  des  sy , et  l’on  a 
»'  (=  a)  4»ii  est  constante  ; donc  <i*z=  o et  d/z.  = o. 
Cela  posé , pour  connaître  les  a maxima  et  minima  d’une 
surface  courbe  , on  fera  chacune  des  düTérentielles  par- 
tielles de  cette  fonction  des  deux  autres  coordonnées 
X,  y égale  à zéro;  d*où  on  déduira  les  valeurs  de% 
coordonnées  x , y qui  Correspondent  à l’extrême  gran- 
deur de  z;  ensuite,  au  moyen  des  caractères  (56) 
[]art.  713  dans  lesquels  il  faut  mettre  z à la  place  de 
XJ , on  verra  si  z est  susceptible  d’une  extrême  gran- 
deur , et  dans  ce  cas-là  si  cette  coordonnée  verticale 
est  un  maximum  ou  un  minimum. 


Déterminant  de  cette  manière  les  maxima  des  trois 
coordonnées  , on  obtiendra  dans  les  plus  grands  de  ces 
maxima  , les  limites  delà  surface  dans  le  sens  de 
ces  coordonnées.#  * 


y'C^^pélerminer  les  limites  des  swfacet 
ona  degré. 


ApplicaTiou 
courbes  du  seconlTdegré 

Nous  avons  vu  à l’applicatiCn  de  l’article  187,  que  de 
l’équation  générale  ( A ) des  surfaces  du  second  degré  , 
on  tire 

ainsi  faisant  fl'z  = o et  d^z=o,  ona 

{ a:  = o et  v = o } (c)  ; 

donc  si  z est  susceptible  d’une  extrême  grandeur  ^elle 


(*)  Une  surface  courbe  pourarii  avoir  plusieurs  maxima  ilans  fe 
sens  d'une  meme  coordontufe  est  clair  qM  ce  n'est  que  le  plus 
grand  ds  ces  maxima  qui  donnera  la  limite  de  la  surface,  ce  qui 
est  analogue  àcc  que  nous  avons  dit  ii  l'article  i6g  pour  les  couibet 
ftlSuei.  ' ■ 
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Correspondra  à l’origine  des  coordonnées  horizontales, 
et  elle  sera  • 

....(J). 


\/N 


Afin  de  vérifier  cela , difFérentions  encore  les  équa- 
tions (a)  et  (é)  , ce  qui  donne 


L I d’y  Z 


M 


Nz 


. en- 

N»z3"  U-'* 


et  Céquat.  (é)3  f^^=o...(A); 

d'où  il  suit , 1*.  que  si  M et  N sont  des  quantités  posi- 
tives , ce  qui  est  le  ms  de  l’ellipsoïde , on  a z = ± 

qui  «St  un  maximum  , puisqu’ aloiS  les  deux  seconds 
membres  des  équations  (e)  et  (y'/||||pt  négatifs  et  que 
le  second  membre  de  l’équation  Çg')  est  ^ que  celui  de 
l’équat.  (/()  []wy.  l’art  71]  ; a®»  que  si  M est  positif  et 
N négatif,  ce  qui  est  le  cas  de  l’hyperbole  à une  nappe, 
on  a l’expression  (d)  qui  est  imaginaire  : donc  cette 
surface  n’a  pas  de  limites  dans  le  sens  desz,  ce  qui  au 
Teste  est  évident  defoi-mêrae,  puisque  les  projections 
de  cette  surface  sur  les  deux  plans  verticaux  des  xz  et 
yz  sont  des  hyperboles. 

3°.  Par  la  même  raison  , M et  N étant  négatifs  , 
ce  qui  est  le  cas  de  l’hyperbole  à deux  nappes  , la 
surfttce  n’a  pas  de  limites  dans  le  sens  des  z.  Mais 
dans  ce  dernier  cas  on  a . 


d‘x  Nz  dfx  My 

= 

ainsi  pour  que  x soit  d’une  extrême  grandeur  , il  faut 


hx 
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&ire  * = 0 et  ^ = O , d’où 


Or,  différentiant  encore  le»  équations  (_i)  et  (k)  , oai 

, ^ d“a:  N N*a“  M M’y*  , . 

dy  ~Lr  ’ 

de  plus 


_ (NLx*— N*2'“)CMLx»— M*t*) 

dz'dy^  "7  L+x®  • • • C°) 

/d’-dyx\^  . . 

VôL^)=°”-^^î 

donc  à cause  que  les  seconds  ihetnbres  des  équa- 
tions (/n)  et  (ri)  sont  positifs,  et  que  le  second  membre 
de  l’equation  (o)  est  plus  grand  que  celui  de  l’équa- 
tion ( P ) , il  suit  que  — * - est  la  valeur  minimum  de  x 
y lu 

(art.71  ). 


193.  Une  surface  est  dite  oscz^tr/ce  d'une  surface 
courbe  quelconque  , lorsque  contactant  cetté' dernière 
en  un  seul  point , on  ne  apeut  faire  passer  entre  les 
deux  surfaces  une  autre  surface  de  meme  nature  que 
la  première.  Tel  est  , par  exemple,  le  plan  tangent  à 
une  surface  courbe  (art.  187). 

Nous  allons^  en  suivant  la  meme  marche  que  celle 
que  nous  avons  suivie  a l'article  17a  pour  les  oscula- 
tions des  lignes  planes , nous  occuper  des  osculations 
des  surfaces  courbes. 

Soit  F(x',y,a')  = o (a) 

l’équation  d’une  surface  courbe  quelconque , et 


»')  = O (i) 


y 


« 
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r équation  d’une  surface  algébrique  du  degré  n.  11  est 
clair  que  toutes  les  dimensions  de  cette  dernière  sur-* 
face  seront  données  dè  grandeurs  , si  l’on  j^étermine  les 
constantes  de  l’équation  (b)  par  la  seule  condition  que 
la  surface  courbe  de  cette  équation  (b)  passe  par  autant 
de  points  dç  la  surface  courbe  de  l’équation  (a)  , qu’il  y 
a de  constantes  dans  l’équation  (b)  posé  ,si 

dans  les  équations  de  condition  résultantes  dii  calcul 
précédent , et  qui  doivent  être  indépendantes  des  dis-* 
tances  respectives  des  points  commuas  aux  deux  sur- 
faces , 011  fait  évanouir  ces  différences  ; alors  tous  les 
points  communs  aux  deux  surfaces  se  confbndent  en  un 
seul  qui  est  celui  d'osculation  , puisque  la  détermina- 
tion convenable  des  constantes  de  l’éqüation  (b) , a 
Hxé  d’uue_ manière  ^variable  toutes  les  dimensions  de 
la  surface  dont  l'équation  est  (b)  , et  que  conséquem- 
ment toute  autre  surface  courbe  de  ipème  espèce  que 
Çette  dernière,  ne  peut  passer  entre  elle  et  la  surface 
courbe  dont  l’équation  est  (a)  ; c’est  dans  ce  caractère 
qu’existe  la  distinction  essentielle  qu’il  faut  faire  du 
■impie  point  de  tangence  à celui  d’ofculatiou  -,  car  1» 


[*]]  Ce  nombre  de'comtantes  ne  peu  t jamais  excéder  **^*^'*^^^**\ 
puisque  toute  équation  du  degré  a entre  troiy  variilblet  ne  peut  avoii 
pm» «e  -»-■  Ml ..i  • termesi  «q“« tente l’équaMon 

peut  itia  divisée  pàr  U çoeKcienl  da  la  pins  haute  puiiuanoc  de  l’une 
d«s  trois  vnriablrs.  jQuÿlquefo  s même  il  l^iu  moine  de  termes  qui 
le  nombre  indiqué  précédemment  pour  lixer  les  dimensions  d’une 
surface  courbe:  par  exemple,  par  quatre  points  donnés  dans  l’espace, 
on  ne  peut  faire  passer  qu’une  surface  de  sphère  ; ce  qui  le  démoutra 
dans  la  géométrie  élémentaire  , et  se  déduit  aisément  de  l'équation 
générale  de  cette  surface  qui  dans  t««  dix  larmes  ne  reufernae  qu* 
quatre  coiutaiites. 


« 
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premier  de  ces  points  exigeant  seulement  que  la  sur- 
face courbe  de  l’équation  (a)  et  celle  de  l’équation  (i) 
aient  en  un  point  commun  , un  même  plan  tangent 
aux  deux  surfaces  ; cette  seule  condition  ^isse  absolu- 
ment indéterminées  les  dimensions  de  la  surface  dont 
l’équation  est  (è)  , et  par  conséquent  on  peut  trouver 
un  nombre  infini  de  ces  dernières  surfaces , qui  satisferont 
à cette  condition  de  contact  au  meme  point  de  la  sur- 
face donnée  de  l’équation  (a)  ; au  lieu  que  la  condi- 
tion qui  caractérise  l’osculation,  détermine  absolument 
toutes  les  dimensions  de  la  surface  osculatrice  , et  ne 
permet  conséquemment  à aucune  autre  surface  de 
même  espèce  que  celle  de  l’équation  (i) , d’etre  oscu- 
latricé  à ce  même  point  de  la  surface  donnée  de  l’équa- 
tion (a). 

On  prend  ordinairement  pour  surfaces  osculatrices , 
celles  du  second  degré , et  particulièrement  celle  de  la 
sphère  qui  jouit  de  la  belle  propriété  d’avoir  l’un  de  ses 
rayons  perpendiculaire  au  plan  tangent  au  point  d’oscu- 
lation , et  par  conséquent  d’être  dans  la  direction  de  la 
normale  à ce  point-là  de  la  surface  donnée.  iVous  ap- 
pellerons le  rayon  de  la  sphère  osculatrice  , rayon 
osculateur , ainsi  que  nous  l’avons  fait  pour  les  bgnes 
^^lanes. 

L'équation  générale  de  la  sphère  osculatrice  étant 

(X-<s)*-t-(Y-0)«-f-  (Z-y)*=RV...(c);  . 
• ^ 

en  représentant  par  « , fl  et  les  coordonnées  du  centre,’ 
et  par  R le  rayon  de  cette  sphère  , ou  rayon  osculateur, 
nous  considéreront  quatre  points  conituuns  entre  cette 
tbrface  sphérique  et  celle  de  l’equation  (a). 

Soient  x,y , z les  coordonnées  du  premier  point  ; 
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'x,  'y  celle  du  second;  “x,  "y,  "z  celles  du  troi- 
sième J enfin  "x , "y,  “z  les  coordonnées  du  quatrième 
point , et  supposons  que  ces  quatre  points  sont  espacés 
de  manièrcÉque  Ax  = A'jc:=  =A“x,  ce  qui  est 
toujours  possible.  Cela  posé  , voici  le  calcul  dont  nous 
ne  ferons  qu’indiquer  la  marche  , à cause  de  la  lon- 
gueur des  formules  qu’il  faudrait  écrire  si  nous  l’exé- 
cutions. 

Mettons  dans  l’équation  (67)  [[  art.  73  ] et  * à la 
place  des  quantités  respectives  »'  et  a , et  substituons  . 
à la  place  de  Ay  sa  valeur  donnée  par  l’équation  (Sq) 

£ art.  38  3 ; il  en  résultera  une  équation  que  nous  re- 
présenterons par 

'z  = Z -f-  ç ( d”'^z , d^^z  , Art,  dxfdy^d'y  (d)  , 

danslaquelle  nous  substituerons  respectivement  les  sym- 
boles "z  , 'z,  'y  à la  place  de  ceux's,  z,  y ; l’équation 
résultante  contiendra  donc  les  düTérentielIes  partielles 
de  'z  qu’on  obtiendra  par  le  moyen  de  l’équation  (d)  , 
et  les  différentielles  de  'y  qu’on  aura  par  le  moyen  de 
l’équation  (3g)  £art.  38  3-  H résultera  de  là  l’équation 

“z  = 'z+ç' (e),  ' ^ 

dans  laquelle  f'  représente  une  fonction  des  différen-  * 
tielles  de  z,.y , x et  de  la  différence  constante  de  .r 
comme  dans  l’équation  (d)  ; substituant  dans  l’équa- 
* tion  (e)  les  quantités  *z,  'z,'z  à la  place  des  respec- 
tives "z,'z  , z-,  et  enfin  opérant  comme  précédemment, 
il  viendra 

if). 

f représentant  encore  une  fonction  de  Ax  et  des  diffé- 
rentielles de  z,  X ,y.  Mais  les  différentielles  partielles 

de 


# 
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de  a ne  renferment  que  des  düTérentielles  de  x ety , 
puisqüe  z n’est  fonction  que  de  x .et  y.  Ainsi 
et  ç"  peuvent  être  considérées  comme  de  simples 
fonctions  de  dy  , dx  , Ax. 

De  l’équation  (e)  retranchant  celle  (d) , 

, "z—a'z+  z = (p'  — (p (g)? 

De  même  soustrayant  l’équation  (e)  de  celle  (Z’),  il  vient 

•’2  — a'’z-f-'z  = <p"—^' (/,)■ 

en&n  de  l’équation  (/i)  retranchant  celle  (g)  , on  à 

"z — 3 "z+3  'z — Z = (p"  — 2(p'  + ip. . . .(ï). 

• 

Les  équations  (g),  (h)  et  (i)  étant  indépendantes  d|^ 
la  surface  que  l’on  considère , elles  auront  leurs  ana^i^ 
logues  pour  la  sphère  ; ainsi  particularisant  ce  «as-là 
par  la  substitution  de  X,  Y,  Z à la  place  de  x,y,z, 
on  aura  pour  la  sphère  les  équations  • , 

(g')...‘'Z— 2 'Z+ 2 ‘'Z4.'Z=<J.*-<I.'...(A') 
et  -Z— 3"Z+3/Z— Z=4."— 2*'+4....(0,  ' 

4>,  4>' , <P"  représentant  des  fonctions  de  dY  , dX. , Ax 
de  même  forme  que  les  fonctions  respectives  q>,  ç" 
de  dy  ,dx,  Ax.  Mais  aux  quatre  points  que  nous  consi- 
dérons , et  quMont  communs  aux  deux  surfaces  , on  a 

Z=z,  'Z='z,  "Z="z,  *'Z  = “z  et  aX— A.r; 

donc 

et  divisant  ces  équations  par  Ax,  on  a trois  équations 
de  la  forme 

17 
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Or  observons  que  parmi  les  trois  variables  x,  y 
de  ia  surface  donnée  , et  X , Y,  Z de  la  surface  de  la 
sphère  , celles  respectives  x et  X varient  uniformé- 
ment , et  celles  _y , a et  Y , Z varient  également  suivant 
des  grandeurs  qui  ne  sont  pas  uniformes  ; donc  si  au  lieu 
de  supposer  , comme  précédemment , que  les  équation» 

•des  deux  surfaces  sont  résolues  par  rapport  aux  va- 
riables respectives  a et  Z . on  les  considère  résolues 
Tespfttivement  par  rapport  et  Y;  alors  il  est  clair 
que  le  même  raisonnement  qui  nous  a conduit  ci- 
des8us*aux  trois  équations  {h)  , nous  conduira  aux 


trois  autres  0 


Telles  sont  les  six  équations  de  condition  qui  «toivent 
avoir  lieu  pour  que  les  deux  surfaces  courbes  aient  les 
quatre  points  indiqués  de  communs  : mais  si  nous  vou- 
lons exprimer  que  ces  quatre  points  se  réunissent  en 
un  seul , ce  qui  est  le  cas  do  l’osculation , il  faut  faire 
Ax  = O , ce  qui  réduit  le?  six  équations  C*)  et  CO  * 
celle» 
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dx~  dx'  dx.*~  d^*’d2L^^'*^>dK~di'{ 

dX^^dx^’ dX^  ~19 


sog 


(m) 


qui  «ont  le»  équMiop»  de  condition  poqr  l’osculatioii 
d’une  surface’  courbe  quelconque  par  la  surface  sphé- 
rique. Cela  posé,  différentiaiit  successivement  trois  fois 
dq  suite  l'équation  générale  (o)  de  cette  dernière  sur- 
face , et  usant  des  équations  de  condition  (w)  qui  carac- 
térisent l’psculation  des  uenx  surfaces  , on  a 

-s.  ' 


X-.+  ÇÏ-è)^  + iZ-y)^=o 


Eliminant  sucoessivemçnt  Z — y et  ¥ — é entre  les 
deux  dernières  équations  du  groupe  ( o ) , et  faisant 
pour  abréger 

G = d?zdÿ*:  •+•  ^zdx’^  -f~  tPzdz*  — . Zdyd‘yd^z 

— 3dz(d>zy (124)  * 

H :=  -d-  3dy(dyy  ~ 'd^yd;^  — d?ydy^ 

— djc^^y . . . .(laS)  , * 

G I 

dy<P»  — 


on  a 


y-»( 


substituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  trois  équa-> 

17.. 
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Lions  du  groupe  (o)  , il  vient 

*_  (fdy+Hdz 

^ - dx-  {d?yd^z  — d^yé'^ 

Enfin  substituant  les  valeurs  de  X — »,  Y — fl  et 
Z y dans  l’équation  générale  (c)  des  surfaces  sphé- 

riques , on  a 

\/G\dy^-\-dx‘)-\-W{dz^+dx^)+i(i\\dydz 

= dx{d^yd^z  — dy^) 

ce  qui  est  l’expression  générale  du  rayon  oscÿlateur  des 
surfaces  courbes. 

Les  coordonnées  X , Y,  Z de  la  surface  sph^ique 
osculatrice  étant  les  mêmes  au  point  d’osculation  que 
celles  * , y , a de  la  surface  courbe  donnée  , au  même 
point,  on  tirera  des  équations  (r) , (p)  et  (q)  celles 

Gdy  + Hdz 

^ dx  (^dyd^z  — dyd^z] 

G 

® — y ^yd^z  — dyd?z 

H 

• y — — dyê^z  _ 

ig3.  Mais  pour  rendre  ces  formules  utiles  dans  les 
« applications  particulières  qu’on  en  veut  faire , il  fau- 
drait pouvoir  en  éliminer  toutes  les  différentielles  , et 
n’avoir  plus  les  valeurs  de  R , »,  ô et  -y  qu  fonctions 
des  variables  de  la  surface  proposée.  C’est  ce  qui  paraît 
fort  difficile  au  premier  aspect.  La  difficulté  n existe 
pas  dans  l’élimination  de  l’une  des  deux  variables,  par 
exemple  celle  a'  et  de  ses  différentieUes , puisque  l’on 
a pour  cette  élimination  l’équation  de  la  surface  courbe 
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proposée  , qui  donne  la  valeur  de  a'  en  fonctions  de  ocf 
et  ^y' , et  qui  différentiée  successivement  trois  fois  de 
suite  , donne  la ‘valeur  de  dz , d’‘z,  d^z  en  fonctions 
de  x'  , y',  et  des  düTérentielles  de  ces  deux  der- 
nières fbriables;  on  parviendra  donc  facilement  à 
des  valeurs  du  rayon  osculateur  R et  des-  coordonnées 
a>  ,6,  y du  centre  de  la  sphère  osculatrice  , dé^||ées  de 
la  variable  z'  et  de  ses  différentielles.  Mais  la  difficulté 
existe  particulièrement  à éliminer  d^ns  ces  dernières 
valeurs  , les  difTérentielles  dy  , dy  et  (Py , afin  de  par- 
venir à des  valeurs  de  R , « , fl  et  3/  dont  les  numéra- 
teur et  dénominateur  soient  mnltiplils  par  une  même 
puissance  de  dx , et  par  conséquent  à des  «impies  fonc- 
tions des  variables  de  l’équation  de  la  surface  proposée. 

Pour  vaincre  cette  difficulté  , nous  observerons  que 
le  rayon  osculateur  au  point  xyz  de  la  surface  pro- 
posée , étant  sur  la  normale  à ce  point , est  évidem- 
ment dans  le  plan  normal  à ce  même  point  de  la  sur- 
face. Or,  l’équation  (120)  de  ce  plan  normal  (art.  189) 
sera,  évidemment  celle  de  la  section  de  la  surface  du 
plan  normal  et  de  la  surface  courbe  donnée,  si  qpus 
indiquons  cette  circonstance  par  une  combinaison  de 
calculs  entre  l’équation  de  la  surface  courbe  et  de  la 
surface  du  plan  normal , puisqu’alors  nous  considére- 
- rons  les  coordonnées  communes  aux  deux  surfaces. 
Donc  si  l’équation  générale  de  la  surface  courbe  étant 
F (x',y,  a'  ) 3=  O , nous  substituons  à la  place  de  z'  sa 
valeur  tirée  de  l’équation  du  plan  normal , nous  aurons 
l'équation  de  la  projection  sur  .le  p^an  des  x'y  de  la 
section  faite  sur  la  sûi^ce  dourbe  ÿar  le  plan  normal 
passant  par  le  ^oint  d’osculation  ; et  puisque  les  x'  ,y* 
de  cette  projection  sont  les  mêmes  que  ceux  des  points 
de  la  section  de  la  surface  conrbe  par  le  plan  normal , 
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nous  aurons  une  équation  {x',y')  =-o  doutions 
disposerons  pour  éliminer  dans  les  valeurs  de  R , t» , 8 
et  y , les  différentielles  de^ . Or,  rètnarquons  qu’il  entre 
dans  cés  valetirsles  coordonnées  a;,  * que  ngus  avons 

considérées  pour  un  point  partitülier  de  la  courbe , 
mais  que  ceS  valeurs  deviendront  gênéràle^lôriqüe  l’on 
cessera  de  particulariser  ce  point,  èn  niettànt  à la  place 
des  symboles  qui  représentaient  ses  coordonnées , ceux 
qui  représentent  les  coordonnées  Variables  de  la  surface 
courbe  dans  son  équation. 

194.  On  sait  qu’une  courbe  à double  courbure  est 
analytiquement  représentée  par  ses  équations  de  pro- 
jection sur  deux  des  trois  plans  coordonnés.  Ainsi  en 
prenant  pour  plans  coordonnés  de  projection  ceux  des 
x'z'  ety'z',  les  équations  générales  des  courbes  à double 
courbure  sont 

(«) et  f'{y',z')=o (é). 

Or , il  est  évident  que  la  tangente  à un  point  de  cette 
courbe  , aura  ses  projections  sur  les  plans  coordonnés 
de/xV  et  y'a'  qui  seront  tangentes  aux  projections 
de  la  courbe  sur  les  mêmes  plans  , et  que  les  points  de 
contact  de  ces  projections  seront  les  projections  sur  les 
plans  coordonnés  du  point  de  contact  de  la  courbe  à 
double  courbure  et  de  sa  tangente.  Donc  si  nous  repré- 
sentons par  X,  y , Z les  coordonnées  du  point  de  tan- 
gence, nous  aurons  pour  équations  de  la  tangente 

y —y  = ^ — 2)  I 

' / (ia8)[uo^es  l’art.  99]. 

Divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde , il 


• . 
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viendra  pour  équation  de  Ja  projecüonde  la  tangente 
sur  le  plan  des  ~ 

y'  — _y  = ^ (x'  — X ) . . . .(c)[équat.  (88)  , art.  99]. 


Exemple.  Soit  la  courbe  à double  courbure  -ayant 
pour  projection  sur  le  plan  des  y'z'  une  hyperbole  de 
téguation  , * 


m* 


m*  + n' 


- (az'  + z'*) (<0  . 


et  pour  projection  sur  le  plan  des  x'z^, 
^équation  • 


m*  + n* 


une  ellipse  de 


on  demande  les  équations  de  projection  de  la  tangente 
touchant  la  courbe  à double  courbure  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x , y , z. 

Le  point  xyz  étant  sur  1^  courbe  proposée  , on 


a aussi 

• 



et 

•■) 

d’où 

dy  m*  a -f-  2z 

m*  + n*  sy 

4 

et 

dx  _ m*  ('«‘  û-azY 

dz  a ( TU*  -l-  n“)  ® \7n*  J 

Donc  les  équations  demandées  de  la  tangente  a la 
courbe  sont 
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m*  + 


•(»> 


, ;n*  I / n*  \ r ^ x ^ • v 


195.  Si  l’on  imagine  qu’une  tangente  à la  courbe 
dans  l'espace  , glisse  sur  cette  courbe  prise  pour  direc- 
trice, il  est  clair  que  par  ce  mouvement  elle  engen- 
di^ra  une  surface  enveloppante  qui  sera  une  surface 
courbe  , si  la  coi^be  dans  l’espace  est  à double  cour- 
bure, et  qui  ne  sera  qu’une  surface  plane , si  la  courbe 
directrice  est  plane.  Or  , il  sera  toujours  aisé  de  trouver 
l'équation  de  la  surface  enveloppante  par  la  moyen  des 
équations  de  projection  de  la  courbe  [éq.  (a)  et  (i)  , 
art.  1943  et  de  sa  tangente  [|équat.  (128)].  En  effet, 
le  point  xyz  étant  sur  la  courbe , les  équations  (a) 
et  (b)  de  l’article  pî’écédent  donnent  ^ 

f{x,z)=o  etfiy,z)=Oi 

donc 

f(x‘,  z')  — /(x  , z)  = t et  /'  ( y,  z')  —f  (y,  z)  = q,  ' 


d’où  x' :=({>  (_x , Z40.')  et  y'  = q>' (y,z,z'). 

^bstituant  ces  valeurs  de  x'  ety'  dans  les  équations 

(12S)  , et  faisant  de  plus 'attention  que  ^ et  ^sont 

Vcspcctivement  des  fonctions  de  y , z et  x , z , on 
aura  deux  équations  entre  x,y,z  et  z',  par  le  moyen 
desquelles  éliminant  z',  il  ne  restera  plus  qu’une 
équation  F(x,  z)=o  qui,  devenant  générale 
lorsqu’on  mettra  les  symboles  x',  y',  z des  coor- 
données variables  de  la  courbe  dans  l’espace , sera 
l’équalioa  de  la  surface-enveloppante. 
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igS.  Des  équations  (128)  on  conclura  aisément  que 
les  équations  de  projection  sur  les  deux  plans  coordon- 
nés verticaux  æ'z',  y'a'  de  la  normale' au  point  de 
tangence  xyz  sont 


et  a/— x=— a)|(i2g). 


Mais  cette  ligne  verticale  ne  cessant  pas  d’être  nftmale 
au  même  pointais  de  la  courbe , lorsqu’elle  tourne  au- 
tour de  ce  point  de  tangence  toujours  perpendiculaire- 
ment à la  tangente  , il  s'ensuit  que  les  équations  (12g) 
sont  celles  de  la  trace  du  plan  normal  à la  courbe  sur 
les  deux  plaiSs  coordonnés  x' a'  Or,  représentant 

jïara'  — a = A (xjj— x)4-B  (^' — y')  l’équation  du 
plan  normal , il  est  clair  que  A est  la  tangente  de 
l’angle  que  forme  la  trace  de  ce  dernier  plan  sur  le 


plan  coordonné  x'a',  avec  l’axe  des  a';  donc  A =— 


dx 

1a 


On  démontrera  de  même  que  B -î- 
. • 
t'ion  du  plan  normal  ait  point  xyz  d’une  courbe  à 
double  courbure  est 


^ ; donc  l’équa- 


igy.  Trois  points  qui  ne  sont  pas  en  ligne  droite 
déterminant  la  position  d’un  plan  , on  trouvera  les 
équations  de  condition  - qui  doivent  avoir  lién  pour, 
que  la  courbe  à double  courbure  et  le  plan  aient  trois 
points  de  comm^  , et#se  servant  d’un  procédé  sem- 
blable à celui  ^l’article  ig2  ( pages  253  et suiv.  ) ; 
mais  le  calcul  ne  sera  poussé  ici  que  jusqu’aux  secondes 
dilTérences , parce'qu’il  ne  s’agit  dans  le  cas  actuel , que 
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de  trois  points  communs , et  qu’à  l’article  iqa , Its  re- 
cherches dont  nous  nous  occupions  étaient  pour  quatre 
points  communs  entre  une  surface  courbe  quelconque 
et  la  surface  d’une  sphère.  Ainsi  représentant  par 

Z'— Z = A (X'  — X)  + B(Y'^Y) (a) 

l’équ^on  du  plan  ; et  passant  de  la  section  à la  tan- 
gence*5üi , dans  ce  cas-ci est  l'osculation  du  plan  et 
de  la  courbe  à double  courbure , on  aura  les  équation* 
de  condition 

, 

dK~dx‘  dX»~dx»’  dX~dx‘  dX’~dx*’ 


donc  dilférentiant  deux  fois  de  $ui(l  l'équation  Z=AX 
BY  qui  est  celle  du  plan  lorsque  l’on  n’y  considère 
que  le  point  de  tangence  ZXY , on  aura 

dz  = Adx  4-  B<^  ; ddz  = Bddy , 

d’où  B = ^ et 

ady  ♦ dxddy 

donc  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) , et  fai- 
sant attention  qu’au  point  de  tangence  on  a Z=s,  X=x 
et  Y -=iy  , on  aura  pour  équation  du  plan  tangent 

Remarque.  Nous  observerons  en  passairt,  que  nous 
atnrions  pu  à l’article  187  , trouver  l’équation  générale 
(1 1 5)  des  plans  tangens  aux  surfaces  courbes,  par  un  pro- 
cédé parfaitement  semblable  à%elui  me  nous  avons  em* 
ployé  dans  cet  article  pour  obtenir  l’aquation  (i3i)  des 
plans  tangens  des  lignes  courbes  à double  courbure  ; * 

peut-être  même  que  ce  dernier  procédé  aurait  été  plu* 


i 
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analogue  que  celui  de  l’article  187 , à la  nature  du 
point  de  tangencè  d’un  plan  avec  une  surface  cOnrba 
qui  est  d’osculation,  puisque  trois  points  pris  sur  la  sur- 
face courbe  déterminent  la  position  d’un  plan  sécant  à 
cette  surface , et  que  dans  le  cas  de  tangence , ces 
trois  points  se  réunissent  en  un  seul. 

ig8.  L’osculation  d’une  courbe  dans  l’espace  par  un 
cB|cle , correspond  évidemment  à des  osculations  des 
p^ections  de  cette  courbe  sur  les  plans  coordonnés 
par  des  ellipses , puisque  la  projection  d’un  cercle  sur 
un  plan  est  une  ellipse.  Ainsi,  cherchant  parles  procé- 
dés enseignés  à l'article  173,  les  eltipses  osculatrices  des 
Ipjrojebtions  suf  deux  des  plans  coordonnés  de  la  courbe 
donnée  dans  l’espace , le  lieu  des  centres  de  toutes  ces 
ellipses  osculatrices  sur  ces  plans  coordonnés,  seront 
évidemment  les  projections  sur  ces  mêmes  plans  de  la 
courbe  à double  courbure  formée*  dans  l’espace  par 
les  centres  des  cercles  ^|||||plateur8  de  la  courbe  donnée. 
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NOTES 

SUR  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.: 


« 

NOTE  I. 


Sur  le  développement  ffe  f (x  + Ax)  , lorsq^ 
Ax  est  une  quantité  irrationnelle  (art.  3). 


Nous  avons  supposé  à l’article  3,  que  Ax  était 
une  quantité  rationnelle  , parce  que  nous  la  considé- 
rions comme  une  variation  arbitraire  que  l’on  faisait 
éprouver  à la  variable  x,  et  pa^|ppnséqueiJt  comme  pou- 
vant toujours  se  prendre  rationnelle.  Cependant  il  peut 
arriver  qu’ayant  une  fonction  de  x,  telle  que  fx,.on 
veuillê  connaître  son  développement , lorsqu’on  fera 
variér  x d’une'  quantité  date^^née  irrationnelle  telle, par 

exemple,  que  or,  je  disque,  même  dans  ce  cas-là,  fai- 


J» 

sant  Ax=Ya, on  prouvera , comme  à l’art.  3 , que  le  dé- 
veloppement de  ^(x-f-  ^a)  doit  être  de  la  forme  de  la 

P 

sériç  (e)  du  même  article , en  y substituant  y a à la  place 

de  Ax.  En  effet , l’introduction  de  y/a  dans/x  donne  , 
pour  une  seule  manière  de  prendre  fx , p manières  de 

prendre  y (x-f-  y'a).  Mais  si  dans  le  développement  de 

Aû)>ily  avait  des  termesetmême 
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" np 

un  seul  terme  de  là  forme  MAr"=  M v/a"",  il  s'ensui- 
vrait que  pour  une  seule  manière  de  prendre  fx , ré- 

P 

pondraient  np  manières  de  prendre  y (a:  -f-  \/a)  , dans 
le  temps  qu’il  ne  diit  y en  avoir  que  p-,  donc  il  y aurait 
absurdité  dans  le  résultat. 

P 

De  même  ,1e  développement  de  4>'(x-|-^a)  ne  peut 

P 

renfermer  que  des  puissances  positives  de  i/a,  car  s’il  y 

, il  s’ensuivrait 


avait  un  seul  terme  de  la  forme  - 


_M 


quepour  revenirde  la  fonction  développée  àla fonction 
primitive  en  faisant  a = o , on  parviendrait  à l’absurdité 
fx  =fr  -f-  oo. 

NOTE  II. 

Supplément  à V article  4.  „ , , 

. > 

Quelle  que  soit  la  quantité  que  représente  le  sym- 
boles, il  est  clair  qu’onatoujoursa — a=o'  ou  o(i — i)=o; 
or , si  a = 1 , on  aura  1 — i qui  est  le  zéro  primitif  et 
unique  dans  le  système  de  numération , comme  tout' 

nombre  significatif  ; de  sorte  que  ^ ^ 5 x j mais 

si  a est  différent  de  l’unité,  alors  dans  l’équation  iden- 
tique a (1  — 1)  ==  O , la  quantité  a est  absorbée  par  le 
zéro  primitif  1 — 1 , et  le  rapport  dea(i  — i)  = o à 
£(i  — 1)  = 0 n’est  plus  l’unité  , mais  celui  des- 
quantités significatives  absorbées  a et  b \ Mr 

= ^ ^ ^ Donc  généralerapnt  la  fraction  f 

eJEprime  le  (apport  des  quantités  que  le  zéro  primitif 
1 — 1 a absorbées  dans  les  deux  termes  de  la  fraction. 
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Or , l’équation  '(a)  de  l’article  3 étant  divisée  par  Ax  ; 
et  écrite  ainsi  qu’il  suit 


Ay  ^ fxùkX 
4£  4x 


doit  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  Ax;  elle 
aura  donç  encore  lieu  lorsqu’on  feraAx=  i — i = o , 
c‘est-à-<fire , lorsqu'on  considérera  la  variable  x,  et  par 
conséquent  sa  fonction^ , dans  un  même  état  de  gran- 
deur, ce  qui  donne  Ay  = o.  On  aura  donc  l’équation 

(i)  qui  se  réduifa  à ^■=f'x  . ^ — ^=f'x.  Ainsi  fx 

est  ici  la  quantité  que  le  zéro  du  numérateur  de  la  va- 

leur  de  ^ absorbe  lorsque  Ay  et  Ax  s’évanouissent 


sQnultanément;  d’où  il  s’ensuit  que  si  au  lieu  d’écrire 
dans  ce  cas-là  | —fx , on  écrit,  suivant  la  notation  du 

calcul  différentiel , ^ =fx , il  n’en  faut  pas  moins 

considérer  dy  et  dx  comme  des  zéros  absolus  qui  re- 
présentent les  différences  respectives  Ay  et  Ax  après 
l'évanouissement  absolu  de  ces  dernières. 


NOTE  III, 
Relative  À Vartiçle  55. 


En  continuant  à considérer  le  calcul  différentiel  sous 
le  même  point  de  vue  que  dans  la  note  précédente  > 

aons  voyons  ^ue  dans  la  fraction  , le  numérateur 


est  l’abinrption  de  la  quantité  f x par  le 
zéro  ( 1 — I )*.  Nous  mettons  l’exposant  a à i — i , 
parce  que  le  dénominateur  dx'‘  = ( i — ^ i»)*,  puisque 
dx  = 1 — 1 , et  que  si  d'y  ne  renfermait  que  le  fac- 


f 


* 
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ynr  abs(R:bant  1 — i , il  s’ensuivrait  que  ^ ou  fx 

•erait  ^ ‘ ~~^gs  , résultat  absurde. 

(i— 0(1— 1)  1— i 


Nous  avons  de  même  trouvé  i l’article  55  que 
y’*x= ^ ....  f"'x  —^1  ^si  généralement  la  dif- 
férentielle du  ordre  de  la  fonction  variable  y 
est  la  quantité/"'*  absorbée  par  le  zéro  absolu  (1 — i)", 
et  par  conséquent  une  quantité  |j^lonient  nulle , si 
on  ne  la  dégage  par  de  son  facteur  absorbant  (l-^O* 
par  le  moyen  du  dénominatenr  dx”  ( i >*- 1 )". 


« 


Conclusion  des  Notes  II  et  III. 

11  est  donc  bien  prouvé  , 1^.  que  les  diiférentielles  de 
tous  les  ordres  dy,dy..  .d'y  et  da  tousles  degrés  dx,  dr*. .. 
dx"  ne  sont  que  des  zéros  absolus  absorbons  dés  quan-  • 
tirés  finies , ou  du  moins  des  grandeurs  telles  que  celles 
qu’apprend  à combiner  l’algèbre , et  qu’ainsi  les  déno- 
minations d’inCniment  petits  du  premier  , second. .... 
^"'ordre  on  degré , sont  contraires  à tous  les  principes 
des  sciences  exactes  ; elles  répandaient  même  sur 
les  élémens  du  calcul  différentiel,  loî^qu’on  s’en  servait, 
une  teinte  d’absurdité  qui  a fait  rejeter  le  calcul  faus- 
sement appelé  infinitésimal  par  plusieurs  Géomètr^ , 
et  entr’autres  par  7îo//e  (*).  * 


(*}  Le  nombre  des  Géomètres  ^ui  ont  rcjett;  le  calcul  qu’oa 
appelait  infinitésimal , aurait  été  bien  plus  considérable , si  plusieurs 
^l'avaient  été  rctenas  par  i’iiicntité  des  résultats  que  leur  donnst  œ 
calcul  avec  ceux  qu’ils  obtenaient  d’uue  manière  beaucoup  plus  lonf  ne  ^ 
et  plus  pénible  par  la  simple  algèbre  et  U giiomélrm  ocdîiuire.  Voies  ' 
ce  que  dit  d’Alembert  dans  l’Eucydopcdç  : 

a Mais  quand  ou  £ait  «tteniioa  que  tontes  les  térités  qu’oti  dè' 
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3®.  Que  l’expression  de  la  valeur  fx  dê  n’eÿ 
pas  la  Jimite  de  celle  lorsque  l’on  considère  la 


variable  x dans  un  seul  état  de  grandeur  , mais  bien 
réellement  et  rigoureusement  le  facteur  absorbé  par 
le  zéro  du  numérateur  de  la  fraction  | lorsque  Ax  — Oi 
• d’où  O.  ^ 

3°.  Qu'on  pourrait  définir  le  calcul  différentiel , en 
disant  que  ce  calc^  sert  à faire  trouver  les  quantités 
absorbées  par  zéro , lorsqu’après  avoir  considéré  la 
différence  d’une  fonction  variable  dans  deux  états  de 
grandeurs , on  ne  la  considère  plus  que  dans  le  pre- 
mier de  ces  deux  états. 


NOTE  IV,  . 

• » 

Relative  à l’article  8i. 

Quelque  convergente  que  soit  la  valeur  de  A.lx 
donnée  par  l’équation  ( 69  ) , lorsque  la  quantité  ^ 
est  beaucoup  plus  grande  que  celle  ùx;  cependant 
la  méthode  des  Amples  différences  donne  une  série 
encore  plus  convergente  que  le  second  membre  de 
l'équation.  En  efÇpt, 

d.lx  = /(x-|-  ùx)  — lx=l 


» couvre  par  le  secours  de  la  géométrie  ordinaire,  se  deconvraienii 
A de  zuSme*  et  avec  beaucoap  plus  de  facilité  par  le  secours  du 
» calcul  di^eutiel , on  ne  peut  s’empêcher  de  conclure  que  ce 
» calcul  fournissant  des  méthodes  sûres,  simples  et  exactes,  les 
» principes  dont  il  dépend  doivent  anssi  être  simples,  u 
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Mais  on  a vu  en  algèbre  que 

' (S)  = “(>'+^+ï + '“•)• 


273 


■y' 

J ‘r  • 1 + y X-\-tX  J,  , 

donc  faisant  = — ::: — j d ou  ^ = 


àx  ■ 


on 


i—y 

, f x + Aac\ 
aura  l > 

Ix=.qV - 


ou 


A Ix  ”^5^2X+Aa:, 


àx  1 ^ àx 


^ +etc.^. 


^"OTE  V, 

Relative  aux  développées  ( art.  180  ). 


Si  sur  le  centre  osculateur  à un  point  de  la  courbe, 
on  élève  une  perpendiculaire  sur  le  plan  de  la  Hgure  , 
et  que  d’un  point  quelconque  pris  sur  cette  perpen- 
diculaire , l’on  mène  au  point  d’osculation  une  droite  , 
il  en  résultera  un  triangle  rectiligne  rectangle  dont  le 
pied  de  l’hypoténuse  engendrera  dans  le  mouvement 
de  rotation  du  triangle  autour  de  la  perpendiculaire , 
le  c|^cle  osculateur  à ce  point  de  la  courbe  donnée  ; 
mais  la  base  du  triangle  étant  tangente  à la  déve- 
loppée plane , et  la  peipendiculaire  étant  une  des 
génératrices  de  la  sfirface  cjdindrique  ayant  pour  di- 
rectrice cette  développée  plane , il  est  clair  que  le  ‘ 
plau  du  triangle  sera  tangent  à la  surface*  cylin- 
drique , et  que  conséquemment  la  suite  des  som- 
mets de  ces  triangles , tous  placés  sur  la  surface  cy- 
lindrique , formeront  sur  cette  surface  la  trace  d’une 
cou|be  à double  courbure  qui  sera  encore  une  dévelop-  > 
pée  oe  la  proposée  , puisque  supposant  un  fil  enyelop- 

18 
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pant  la  surface  cylindrique  suivant  cette  trace , et  ce  fil 
étant  prolongé  d’une  quantité  rectiligne  égale  à la 
distance  des  origines  de  la  courbe  plane  et  de  la  courbe 
à double  courbure  , il  est  clair  que  déroulant  ce  fil  en 
le  tenant  toujours  tendu , son  extrémité  placée  sur  le 
plan  de  la  courbe  donnée  tracera  cette  dernière.  Mais 
ce  que  nous  avons  dit  pour  une  hauteur  primitive  prise 
arbitrairement  sur  la  surface  cylindrique  qui  s’élève 
et  s’abaisse  indéfiniment  au-dessus  et  au-dessous  du 
plan  de  la  figure , peut  se  dire  pour  toute  autre  hau- 
teur primitive  ; donc  toute  courbe  plane  a un  nombre 
infini  de  développées  à double  courbure,  lesquelles  ont 
pour  projection  sur  le  plan  de  la  figure  , la  seule  dé- 
veloppée plane  que  puisse  avoir  la  courbe  plane  donnée. 


FIN  DIS  NOTES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 
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■ SECOfîDE  PARTIE. 


CALCUL  INTÉGRAL. 


SECTION  PREMIERE. 

Jntégration  des  fonctions  diffé^'entielles 
du yremier ordre  et  à une  seule  vciriahle. 


CHAPITRE  P». 

Déjükitions  J notions  générales  et  intégraUlffii^ 
des  fonctions  différentielles  algébriques  que 
peuvent  s’ intégrer  directement , ou  se  ramener 
par  les  intégrations  réciproques  à V intégration^ 
d’autres  fonctions  différentielles  dont  on  con* 
naît  déjà  les  intégrales.  . 

139. Le  calcul  intégral  est  l'inverse  du  calcul  düTé- 
rentiCl , et  sert  par  conséquent  à déduire  d’une  fonc-* 
tion  différentielle  doniiée  , une  fonction  variable  qui , 
étant  différeutiée , reproduirait  la  proposée.  Ce  calcul 
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n’atteint  pas  toujours  complètement  son  but  comme  le 
caîcurdiirérentiel  qui  ne  rencontre  jamais  d'obstacles 
insurmontables  ; car  la  fonction  différentielle  proposée 
que  Ton  veut  intégrer,  peut  i#tre  la  différentielle 
d’aucune  fonction  variable  (art.  54^*  Cependant  dans 
ce  même  cas  où  la  fonction  différentielle  est  inexacte, 
ce  qu’au  reste  on  peut  veriGer  (art.  54  et  55),  lart 
du^calcul  intégral  parvient  souvent  à faire  trouver  des 
intigr-ales  approchées  à tel  degré  d’approximation  qu  on 
le  desire.  • 

200. "^  Dé  même  qu’on  se  sert  dé  la  caractéristique  d , 
lettre  initiale  du  mot  dijf  -rentiation , pour  indiquer  cette 
dernière  opération , de.  mêâue  aussi  on  devrait  se  servir 

V de  la  lettre  i placée  devant  la  formule  différentielle  que 
l’on  veut  intégrer  , pour  indiquer  l’intégration  à effec- 
tuer, Mais  l’usage  est  que  1 on  se  sert  de  la  lettre  f , 
initiale  du  mot  fommer , pour  indiquer  l intégration  ; et 
quoique  cette  notation  rappelle  une  idée  fausse  C^)  . . 
comme  cependant  une"  notation  n’est  qu’une  simple 
convention  pour  exprimer  une  chose  et  non  un  principe, 
nous  nous  en  servirons  toujours  dans  cet  ouvrage  , d au- 
tant quelle  est  beaucoup  plus  commode  que  toute  autre 
l’on  voudrait  lui  substituer.  Ainsi  pour  indiquer 
i l’intégration  d’une  fraction  différentielle  F (x,  dx) 
nous  écrirons  /F  (x , dx~). 

201.  Puisque  dans  la  différentiation  dune  fonction 
variable  qui  a un  terme  tout  constant , ce  tei  me  disparaît 

r)  LcsGtWtres  qui  con.idcraient  le  calcul  .liffereutiel  comme 
la  .lécomuosilioa  de»  quaulius  variables  fiuic.  et,  quantités  dites 
infiniment  uetües , devaient  niissi  considérer  le  calcul  integra!  qui 
Ïnnverse  du  calcul  diffcrcnricl , comme  celui  de  la  soi^at.on 
du  nombre  infini  de  paities  dilvs  infininient  petites 
»ant  eux  , composaient  la  qüantiU  Euie  ou  mtegrak  de  la  formule 
differ  julielle  donnée. 
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(art.  7)  , il  est  clair  que  l’intégration  d’une  formule  difTé- 
rentielle  qui , évidemment,  ne  donnera  que  les  termes 
variables  de  la  fonction  primitive , pourra  être  incom- 
plète ; il  faudra  donc  to-.qours  ajouter  à l’intégrale  ob- 
tenue, une  constante  indéterminée  qu’on  représente  par 
l’abréviation  const , et  que  l’on  détermine  d’après  les 
conditions  de  la  question  qui  a donné  lieu  à cette 
intégration  , en  cherchant  ce  que  devient  Tintégrale 
trouvée  dans  un  cas  particulier  qu’on  sait  réduire  la 
quantité  demandée  à une  quantité  constante  et  connue. 
Par  exemple , supposons  que  par  l’intégration  de  la 
formule  différentielle  F (x,  dx) , on  trouve  que  son 
intégrale  est  fx , il  est  évident  que  cette  intégrale 
pourra  n’étre  pas  complète,  puisque 

rf./x  = rf.[/r-f  A]  =F  (x,rir); 

il  faudra  donc  écrire  d’abord 

/P  (x,  tir)  =yx -f- const (a).  * 

Or , si  l’on  sait,  d'après  l’état  de  la  question  qui  a donné 
lieu  à l’équation  (a),  que  pour  une  valeur  particulière 
Ndex,  on  doit  avoir  /F  (x,  dx)  = M,  alors  l’équa- 
tion (a)  se  réduit  à celle 

M const  ; d’^Ÿi  const  =M — 

i • 

’ et  représentant  par  A ce  polynôme  constant , l’équi 
tion  (a)  devient 

/F(x,  c?x)  =/x-|- A; 

ainsi yà;  -f-  A est  l’intégrale  complète  de  F ( x , tZx). 

303.  Les  lettres  f et  d indiquant  des  opération3 
contraires  , il  est  clair  que  lorsqu’elles  se  trpuvent 
réunies  devant  une  fonction  variable , l'opération  indi- 
quée par  chacune  de  ces  deux  lettres  est  détruite  par 
l’opération  qu’indique  l’autre  ; donc  alors  les  deux 
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lettres  iadicatives  f et  d doivent  s’effacer  ensemble^ 

Ainsi 

fd.fx=fx  et  d/F{x,dx)  = F (_x,  dx). 

D’où  il  suit  généralement,  1“  que  l’intégration  d’une 
fonction  variable  dont  la  différentiation  n’est  qu’indi- 
quée par  la  caractéristique  d , s’opère  en  effaçant 
cette  caractéristique  différentielle  ; 2®  que  la  différen- 
tiation d’une  fonction  intégrale  dans  laquelle  l’intégra- 
tion n’est  qu’indiquée  par  la  caractéristique  /,  s’exé- 
cute en  supprimant  cette  lettre  caractéristique. 

no3.  Lorsque  le  monome  dont  on  indique  l’intégra- 
tion aura  des  facteurs  constans  , on  pourra  écrire  ces 
facteurs  en  dehors  du  signe  d’intégration  , puisque 
d.afx  = ad.fx\  donc  fd.afx  = afd.fx. 

204.  Si  dans  les  équations  différentielles  (G),  (7) 

J du  chapitre  II  du  Calcul  différentiel , on  fait  précéder 
lè  membre  affecté  de  la  différentielle  de  la  variable,  du 
êigne  d’intégration  /,  et  qu’on  efface  dans  l’autre 
membre  le  signe  indicateur  d des  différentiations,  on 
aura  autant  d’intégrales  exactes  que  nous  examinerons 
. successivement. 

ao5.  Commençons  donc  par  examiner  l’âquation  (6) 
8)  qui,  en  opérant  «comme  nous  venons  de  le 
dire  , nous  donne 

-}-const , 

formule  d’où  nous  déduisons  la  règle  suivante  pour' 
l’intégration  des  fonction;  différentielles  algébriques 
monômes.  Effacez  la  différentielle  de  la  variable , 
augmentez  f exposant  de  la  variable  d'une  unité , et 
divisez  par  ce  nouvel  ej^osant.  Ainsi  généralement 

fx^dx  — — h const. . . . i(i32). 

n-f~i 


Digilized  by  Google 


« 


d'une  seule  variable.  27g 

On  voit  donc  que  l’intégrale  de  toute  fonction  diffé- 
rentielle  algébrique  monome , est  elle-même  algébrique 
tant  que  n est  différent  de  — i.  Mais^  si  n= — i , 
l'équation  (iSa)  est  en  défaut,  puisqu’elle  se  réduit 
alors  à celle 

dx  i , 

— = — 1-  const, 

X O 


qui  est  absurde , et  annonce  déjà  que  le  cas  de  n~ — i 
se  soustrayant  seul  au  résultat  général  à toutes  les 


dcc 

autres  valeurs  de  n,  l’intégrale  de  — doit  être  une 

quantité  transcendante;  c’est  ce  qu’on  vérifie  bien  vite 
par  le  moyen  de  l’équation  (10)  [ art  n 3 > et  qui  nous 
donne  tout  de  suite , en  mettant  x à la  place  y , 


ij' ^ -f~  const. ....  (1 5^ 

dx 

ao6.  La  formule  — est  la  seule  fonction  différen- 

X 

tielle  algébrique  monome  dont  l’intégrale  est  immé- 
diatement donnée  par  les  transcendantes.  Mais  nous 
avons  les  équations  (19). ... . -(aS)  [^art.  1G3  qui  nous 
donnent  immédiatement  les  intégrales  de  sept  fonctions 
différentielles  algébriques  ayant  leurs  dénomina.r„‘.s 
binômes  en  quantités  transcendantês , et  ces  intégrales 
nous  devant  être  fort  utiles  dans  la  suite , nous  allons 
les  considérer  dans  leur  plus  grand  état  de  généralité. 

1*.  Soit  proposé  d’intégrer  —7=====-.  Ecrivant  cette 


\/  0“— i*x*  " 


formule  ainsi  qu'il  suit  ^ X 


J 


— 


et  faisant 
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1)X 

y =■ — > la  formule  (ig)  nous  donne  tout  de  loite 


f— ■===.—  r arc  ^sia  = — ^ -f-  const. . . .(tS/Q. 
J \/a‘—b'^x“  O \ aj  ' 

Si  la  proposée  était  négative , il  est  clair  que  son  inté- 
grale serait 

i arc^cos  = [^équat.  (ao)  j art.  iG]. 

dx 

3®.  Passons  à l’iatégratioa  de  (a). 

Ecrivant  cette  fonction  düFérentielIe  ainsi  qu’il 

^ d - X . * , 

^ -»  et  faisant  y = —,  la  for- 

» » U fl 


rait 


ab'  . fb  Y 

■ +Cï-) 

mule  (îïi)  C®t.  nous  donne 

bx' 


fl 


dx 


arc  ^tang  = + const (i35). 


o“+o’‘ar‘  ab 

Si  la  formule  dilFérentielle  (a)  était  négative , l’équa- 
tion (aa)  nous  fait  voir  qu’alors  l’intégrale  dem^dée 
serait 

^ arc  ^cot  = + const. 

3®.  Soit  encore  proposé  d’intégrer 
Multipliant  haut  et  bas  par  nous  avons 

‘'G-')  . ■'(i*) 
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aSi 


donc  faisant  ^ ^ , la  formule  (aS)  [[  art.  i6]  nous 

donne 

Ç- =^==T  arc  ^«éc=^^  -|-const. . .(i36). 

Si  la  proposée^  (i)  était  négative,  son  intégrale  serait 
; ^coséc  l^équat.  a4i  art.  163. 


1 

rare 


4*.  Soit  enfin  cherchée  l'intégrale  de 
^ dx 


\/  a<tr  — XX 


.(c). 


Divisant  haut  et  bas  par  a , il  vient 


d.^ 


I / a.T  X* 

\r  a a* 

et  faisant  = - , la  formule  (a5)  [|art.  iG]  donne  ^ 

C- — - = arcrsin-ver  = -'\  ^ con8t...(:37). 

J \/(aax  — xx)  \ aj*' 

307.  Outre  les  formules  différentielles  à dénomina- 
teur binôme  dont  nous  venons  de  parler , et  qui  ont 
leurs  intégrales  immédiatement  données  par  des  arcs 
de  cercle  , en  voici  une  autre  de  forme  semblable  aux 
précédentes , mais  dont  l’intégrale  est  immédiatement 
donnée  par  les  logarithmes.  Cette  formule  est 

dx 

V(o’x“d:é*)’ 

• J 

en  effet , l’écrivant  sous  la  forme  - . 

' rr 


dx 


V 
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«t  faisant  pour  abréger,  c = — , tout  se  réduit  à inté- 


grer la  formule 


dx 


=.  Pour  y parvenir , soit  fait 


±:  c 

X •+■  =y (li) , 

•t  dilTérentions  cette  dernière  équation,  ce  qui  donne 

dj?  [ j/j"  zh  c 4-  ^ _ 

V/(x“±:  c) 

Or , divisant  cette  équation  différentielle  par  son  in- 
tégrale (d)  , intégrant  et  remettant  pour  v sa  valeur 
[éq.  (d)  j , il  vient  IP 

c)  C — ‘'W  + const . . (i38). I 


Mais  c = -J  ; donc  le  second  membre  de  l’équation 
pfccédente  est 

» l (ox  — éa  + const. 

Ainsi  rétablissant  le  dénominateur  a , et  faisant  atten- 
ta . , , 

tion  que  — — -f-const.  est  une  quantité  constante  qu  on 

représente  par  le  seul  indice  const.  des  constantes 
indéterminées  qu’on  ajoute  aux  intégrales,  on  aura 

i [ox+ |/(a*x*±i0]+const...(i3g). 


so8.  Nous  sommes  maintenant  en  état  d’intégrer 
immédiatement  toutes  les  formules  différentiel!^  qui  , • 
pourront  se  développer  en  une  suite  de  termes  diffé- 
rentiels de  la  forme  de  ceux  que  nous  avons  considérés 
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dans  les  trois  articles  précédens.  En  elTet 

^ (A  +f^  +fx...)=:^dfx+dfx  +dfx...(srt.  9) 
= pxdx  ç'  xdx  -f*  ç"xdx. . . , 

et  intégrant , il  vient 

f{^xdx  + Çi'xdx  -f-  f"xdx. . . ,) 
x=f(d.fx-{-  d.f'x-^d.f“x. . ‘^—fx  •^f'x’^f’x.... 

Mais  fxz=  fd.fx^ fyxdx  ( art.  202  ). 

De  même 

fxz=fd.fx=fy'xdx , fx=:fd.fx=zf<p''xdx.fr 

Donc  observant  que  malgré  que  chaque  intégrale 
ftfxdx , fy'xdx. . . . cons^érée  particulièrement  com- 
porte une  constante,  la  réunion  de  toutes  ces  cons-* 
tantes  peut  être  considérée  comme  n’en  formant  qu’une 
seule  représentée  à l’ordinaire  par  const,  on  aura 

f{<pxdx  -f-  ^'xdx  -f-  <p*xdx. . . .) 

= fpxdx  -f-  fç'xdx  -f-  fy” xdx  const (i4°)  •' 

^nc  pour  intégrer  un  polynôme  dilTérentiel , on  in- 
t^era  séparément  chaque  terme  , on  écrira  à la  suite 
les  unes  des  autres  ces  intégrales  avec  les  signes  qui 
leur  sont  particuliers  ; enfin  on  ajoutera  une  constante 
indéterminée , qne  l’on  déterminera  ensuite  d’après  les 
conditions  de  la  question  qui  a donné  lieu  à ces  calculs. 

209.  Cette  dernière  règle  , et  ce  que  nous  avons  dit 
précédemment  sur  l’intégration  des  fonctions  différen- 
tielles monomes  algébriques , donne  un  moyen  assez 
simple  pour  développer  en  une  suite  indéfinie  de  termes 
algébriques , les  quantités  transcendantes.  En  voici  quel- 
ques exemples. 
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1°.  Soit  X=zi+y,  d’où  dx  = dy, 

divisant  cette  dernière  équation  par  la  première  , on  a 
^ = -^  = dy—ydy+y‘^dy  — fdy  -\-  etc.j 
et  intégrant , il  vient 

lx=l  (i  +J')  —y  ^ const. 

Mais  lorsque  y-o-,  d’où  x=i,  on  a le  premier 
membre  et  toute  la  série  du  second  qui  s’évanouissent  i 
ddlic  iconst  = o ; et  mettant  à la  place  de^  sa  valeur 
X — 1 , on  a complètement 


4-  etc. , 


const 


comme  on  l’a  déjà  trouvé  en  algèbre. 

2®.  Soit  encore  considérée  l’équation 

arc(tang  = x)=yi^  + 

= fdx  — fa^dx  -f-  fx^dx  — fx^dx  -j-  etc.  -f"  con^ 
x’  , x’  , ™ 

= ^-3-h-g-y  + etc., 
sans  constante , car  lorsque  x = o , on  a 

arc  (tang  = x)  =o.  » , 

3®.  Nous  avons 

(cos  = x)= — Z'  Çéq.  (2o),art.  iS], 

J Y 1 — x“ 

et  développant  la  quantité  différentielle  sous  le  signe 
d’intégration , il  vient 


arc 


d'uke  seule  variable. 


i.85 
Zx^dx 


, \ Cj  r 3?dx  rZx^djt 

.rc(c„,=*)=-yic-y  -.-y  ^ 


^wT—  ®tc.  4-  const. 
a.37îj3  . ^ 

EnCn  eiFectuant  les  intégrations , on  a 

3?  3x*  3 . 5x^ 


— etc+const. 


arc  (co8=ar)= — a>- — ^ 

- ' fl.3  2.2*.5  2.3.2’.7 

Or , lorsque  x ==  o , on  a arc  ( cos 
représentant  par  7 la  demi-circonférence  du  cercle 


o)  = - , en 
2 


TT 


dont  le  rayon  est  l’unité  ; donc  const  = - ,•  et  par  con- 


séquent on  a complètement 


arc  f cos=x)  = - — 
2 


3x*  3 . 5 . 


2.3  2.4.5 


-etc.. 


2.4.6./ 

4 

covme  on  le  trouve  par  la  simple  trigonométrie , mais 
beaucoup  plus  péniblement. 

Les  intégrations  par  des  séries  indéfinies  sont  non- 
seulement  utiles  dans  les  développemens  de  l’espèce  de 
ceux  dont  nous  venons  de  parler  , mais  encore , comme 
nous  Je  verrons  au  chapitre  IV,  dans  les  intégrations 
par  approximation  des  quantités  dilférentielles  dont  on 
ne  peut  avoir  les  intégrales  exactes. 

210.  On  comprend  généralement  sous  le  nom  de 
dijfénntielles  binômes , celles  de  la  forme 

a;"<Jx  (a -f- y (>40> 

dans  laquelle  on  peut  toujours  coasidérer  m et  n comme 
représentant  des  nombres  entiers,  car  si  par  exemple 
on  avait 


x^'  dx  ( a -J-  tx*"*"*)^ (a)  , 
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t>n  n'auraît  qu’à  faire  d’où 


» 

<£r=s  (c4-e)(i+^)  , x‘'^‘=  a‘('+*î  • 

h 

et  • Æ*"*"*  =s  A*  • 

donc,  faisant  pour  abréger,  q = (c+e)  (*  + A), 
(2c-f- e)  — 1 et  m=h(c  + e),  la 
formule  (a)  réduit  à celle  gz"da  (a  + bz”'y,  dane 
laquelle  n et  m sont  évidemment  des  nombres  entiers  , 
et  qui  est  de  la  même  forme  que  la  fonction  diiféren- 
tielle  (i4>)  , abstraction  faite  du  nouveau  facteur 
constant  q qui  n’entre  pour  rien  dans  l’intégration. 

On  peut  de  même'  toujours  considérer  l’exposant  tn 
, ;omme  positif,  car  si  on  avait , par  exemple , 

* x^Jx  (a bx~^ y (b),  ^ÊÊ' 


on  n’aurait  qu’à  faire  x = z~‘.  d’où  djc  = — z~*d* , 
et  x”t  = a*  ; ainsi  la  formule  (i)  deviendrait  • 

— (a  -j-  bz^  y, 

ce  qui  est  une  différentielle  binôme  dans  laquelle  l’ex- 
posant de  la  variable  sous  le  lien  de  la  puissance  p du 
binôme , est  un  nombre  entier  et  positif. 

au.  Cela  posé,  je  dis  que  la  différentielle  binôme 
(i4»)  est  immédiatement  intégrable  dans  les  quatre 
cas  suivans.  ■ m. 

Premier  ças.  Si  p est  un  nombre  entier  et  positif, 
puisqu’ alors  le  développement  de  la  proposée  donne 
une  suite  de  monomes  différentiels  algébriques^art.  ao4 
et  208).  Ou  remarquera  que  dans  ce  même  cas , l’inté- 
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grale  est  algébrique  si  l’exposant  n de  la  variable  en 
dehors  du  binôme  est  positif,  ou  si  étant  négatif,  il 
est  >•  TTip  + 1 J ou  du  moins  différent  de  Fun  des 
termes  de  \f  progression  par  (hlférence  7 m . am . . ,pm  , 
augmenté  de  l’unité  , mais  dans  le  cas  contraire, 
l’intégrale  sera  transcendante  par  les  logarithmes , puis- 
qu’alors  il  y aura  nécessairement  dans  le  développe- 

Adx 

ment , un  terme  de  la  forme  dont  l'intégrala 

est  Alx  (art.  ao5). 

aia.  Second  cas.  La  formule  (i40  sera  encore  in-  ' 
tégrable , si  m=n+i  ; car  alors  faisant 
ce  qui  donne 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i4t)  , elle 
se  réduira  à celle 


^ O ■ 


(à), 


r*-t 


dont  l’intégrale  est  , ; — donc 

6 (n-f  O (p  + 1)’ 


Cette  intégrale  est  algébrique  tant  que  la  valeur  de  p 
est  différente  de  — i j mais  si  p=  — i,  alors  l’in- 
tégrale est  tWnscendante,  puisqu'alors  on  a 
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et  par  conséquent 

r «-f»  = + .... ,(.43) . 

Exemples  I.  Intégrer  xdx  V^q'+ax*. 

Comparant  cette  formule  avec  la  générale  (i40>°°^ 

ni=i,  m=a,  a = q*,  b =2,  p=î; 

donc  à cause  que  la  condition  m = » + * satisfaite, 
et  que  p est  différent  de  — 1 , la  formule  (142)  nous 
donnera  tout  de  suite  . ^ 

fxdx  l/q*+  + 

x^dx 

II.  Intégrer  ■ 

Ici  nous  avons 

m (=4)  — n-f- 1 ^ t p = —~t> 

donc  nous  servant  de  la  formule  (i43)  * nous  aurons 

/(7+3^) 

1 intégrale  demandée  = — — . 

fli3.  Troisième  cas.  Si  n est  positif  et  n + 1 multiple 
de  m (*) , la  formule  (i40  sera  immédiatement  inté- 
grable"; car  soit  fait  ' 

y — a 

c + 6x”=^,  d’où  g — • . 


dx  = — ^.(v 

^ j;^b 


) » dy; 


(*)  Il  ne  faut  pas  oublier  que  nous  avons  <}it  pins  haut  ( art.  aïo) 
que  m pouvait  toujours  itr*  considérée  conune  reptéienwnt  nn 
noiubie  entier  et  positif.  q 


Digitized  by  Google 


d’une  seule  variable., 
daoc  la  transformée  de  la  proposée  est 


aSg 


Ï±I 

yrdy  (^y  — a') 


m 


....(i44). 


Or,  cette  transformée  est  immédiatement  intégrable  , 
puisque  par  hypothèse  l’exposant  du  binôme  est  un 
nombre  entier  et  positif  (art.  au)  ; donc  aussi  la  pro- 
posée est  immédiatement  intégrable. 

Remarque.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  second  cas 
(art.  aia)  n est  qu  un  cas  particulier  de  celui  que  nous 
venons  de  discuter  dans  cet  article , puisque  si  n-{- 1 = m 
^4-  » , . 

® nombre  entier  et  positif  i -,  d’ailleurs 

dans  ce  dernier  cas  , la  formule  (i4/Ç)  se  réduit  à celle 
(a)  de  l’art,  aia.  Mais  nous  avons  distingué  les  deux 
cas  discutés  aux  articles  21a  et  qi3  , parce  que  pour 
le  premier  , on  a immédiatement  la  formule  intégrale 
(142)  ou  (143)  , au  lieu  que  pour  le  second,  qui  est  le 
cas  général , on  n’a  que  la  transformée  de  la  formula 
différentielle 


3 

Exemples  I.  Intégrer  x^dx  ^/h  x*. 

Comparant  cette  formule  avec  celle  (i4i),  on  a 
n 3 , C =:  A , A = 1 , jn  m 2 êt  p = -i  - 

or -^  = 2;  donc  se  servant  de  la  formule  ( 144)^ . 
on  a pour  transformée  de  la  proposée,  la  fonction  diffé- 

reatielle-y  dont  l’intégrale  est 

t A 

—y’— ^AyS^-const  ; 

ig 
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èt  substituant  à la  place  de  sa  valeur  h + x*,  on  a , 
toutes  réductions  faites , 

fx^dx  ^/(/^  + xO  = (x“  — I A ) ÿQi  X*  )<  + const. 

II.  Intégrer  x®dx  (h  + qx)~^. 

3\ous  avons  ici  ' 

n = 5,  a = h,  b=q,  m=i  et  p=  — 4j 

or,  -^-=  6 J donc  la  transformée  (|form.  (i44)3 
la  proposée  est 


1 ohPdy 


Wdy 


' y 

Intégrant  et  substituant  la  valeur  de  y (=  A+qx)  , on  a 


f (/i+qx)*-5A(A+qrx)+icA>/(A+<7x) 

, 5A^  . ~\  , 

*^A  + qx  2(A+çx)“  3(A4-9x)5J  • 

_ _ , n + mp  -4-  1 
214.  Quatrième  cas.  Enfin  lorsque  — est 

un  nombre  entier  et  positif,  la  proposée  (i40  ®*>t 
immédiatement  intégrable  ; car  si  on  mûltiplie  et  di- 
vise’en  même  temps  la  formule  (i40  par  x’"’’ , on 
a celle 

x"+”'Pdx  (A  + ax—^y (145) 


qui , d’après  l’hypotbèse  actuelle  , se  trouve  dans  le 
troisième  cas  (art.  2i3). 

Exemple.  Intégrer  x~^dx  (a* — x“)~*. 
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Nous  avons  ti  = — 3,  771=2,  p = — 2,  a — a^, 
et  b = — I -,  donc 

7i  + mp  + i _ — 3 — 4 + J 

— ^ = 0,  ' 

771  , 2 ’ 

ce  qui  est  le  quatrième  cas  d’intégration  immédiate; 
Ainsi  faisant  les  substitutions  couvenables  dans  la  for- 
mule (145)  , nous  aurons  celle 

dont  la  transformée  (^form.  (i44)]  est 

intégrant  et  substituant  dans  l’intégrale  la  valeur  dé 
. / — x’\ 

y l = — ^ — J , on  a,  toutes  réductions  faites  , 

1 r~g»  (2X»~  g») 


,2x“  (a“ — x‘) 


+ 2/x 


r d^f 2 r 

J X'*  ( a“  — X*  )’  a®  I ^ ^ 

— /(a-f  x)  — Z (7f_x)J -f-  const. 

2i5.  Puisque 

f (<px)f’  d ^<px)  f.  const. . . .1  .(a)  , 

il  est  évident  que  si  l’on  a ' . 

^ * * 

d\<fx)  = q{(p'x)dx {b), 

• 

1 équation  (a)  deviendra 

fi<p'x)dx  const. . . . (,47). 

Mais  d après  1 équation  (é)  , il  est  clair  que  la  première 

^9- 
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condition  pour  que  l’intégrale  de  {(p'x)  dx  (jpxy  Soit 
immédiatement  donnée  par  l'équation  (i47)  i est  que  !• 
facteur  ç' x en  dehors  du  lien  de  la  puissance  p soit 
d'un  degré  moindre  d’une  unité  que  celui  ÿx  engagé 
sous  cette  puissance , et  qu’il  soit  composé  d’autant  de 
termes  qu’il  y en  à de  variables  dans  cette  dernière 
formule  çx. 

La  seconde  condition  d’iutégrabilité  immédiate  est , 
d’après  l’équation  (i4^)  , que  le  rapport  de  la  différen- 
Uelle  J(çx)du  polynôme  engagé  sous  le  lien  de  la  puis- 
sance P au  facteur  différentiel  (ÿ'x)  dx  hors  du  lien  de 
cette  puissance  , soit  une  constante  q , laquelle  est  don- 
* née  par  l’équation  (146). 


Si  la  formule  différentielle  proposée  ne  satisfait  qu’à 
la  première  condition  , alors  on  n’aura  pas  immédiate- 
ment son  intégrale.  Mais  on  pourra  souvent  décompo- 
ser la  formule  proposée  en  deux  parties , dont  l’une 
s'intégrera  immédiatement , et  dont  l'autre  restera  à 
japntégrer  : de  manière  que  l’intégration  proposée  dépen- 
^^dra  d’une  autre  intégration  qui , quelquefois  , peut  se 
trouver  immédiatement.  Pour  parvenir  à cette  décom- 
position , on  cherchera  dans  l’équation  provenant  de 
l’application  de  celle  (146)  , quelle  serait  la  valeur  que 
devrait  avoir  quelqu’une  des  constantes  de  a'x  sans 
, d{qx)  “ 

altérer  — — , pour  que  q tut  une  quantité  constante  j 


* alors  mettant  pour  cette  constante  la  valeur  en  question, 
on  aura  d'abord  une  intégrale  immédiate  ; mais  comme 
on  a altéré  la  fraction  différentielle  proposée  , l’on 
neutralisera  cette  opération  par  une  contre-opération 
qui  donnera  lieu  à une  nouvelle  intégration  à opérer, 
et  dont  conséquemment  dépendra  celle  de  la  formula 
différentielle  proposée. 


a 
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Exemples  I.  Intégrer  (a+x)dx  (b + aax-}-x*)^. 

On  voit  tout  de  suite  que  la  première  condition  est 
satisfaite , puisque  le  facteur  extérieur  a + x se  com- 
pose. d'autant  de  termes  qu’il  y en  a de  variables  dans 
le  facteur  irrationnel , et  que  le  polynôme  sous  le  lien 
de  la  puissance  j étant  du  second  degré , le  rationnel 
n'est  que  du  premier  degré.  La  seconde  condition  est 
pareillement  satisfaite  , car  l’application  de  l’équation 
(146)  nous  donne 


d (b  -f-  aax  -f-  X*) 

^ (a-f-x)dx 

donc  l’équation  (147)  nous  donnera  immédiatement 
/(a-f-x)  dx  (ô-f-aax-f-x*)* 

7. 

II.  /ntegrcr  (b -f- x)dx  (ax -f- xx)®. 

11  est  évident  que  cette  formule  satisfait  à ]a  pre- 
mière condition  ; mais  l’application  de  l’équation  (146) 
a ( t -f  x) 


donne  q : 


6 -f-x 


- } ainsi  q étant  une  quantité  va- 


riable si  b est  différent  de  l'unité , la  formule  proposée 
n’est  pas  immédiatement  intégrable  pour  toute  videur 

deft^i.  Or,  je  remarque  que  si  b était  = i , b 

formule  proposée  se  réduirait,  à celle 

(1  -f-  x)  dx  ( ax  -f-  xx)® 

qui  est  immédiatement  intégrable  , puisqu’on  a alors 
^ ==  a , mais  qui  diifère  dé  la  vraie  proposée  eq 
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ce  qu’on  a ajouté  à celle-ci  rfx  (ux  -f-  xx)®  et  re- 

tranché  bdx  (2x  +^■1')^  ) donc  par  une  contre-opé- 
ration;, neutralisant  l’opération  précédente , on  aura 

7. 

( b x)  dx  ( 2x  XX 

' .1  r 

t=  (i-f-x)  dx(9x-j-a:x)^*-f-  (b — i)<ix(2x  + xx)^  j[ 

et  intégrant , il  viendra 

f(b-i-x)  dx  (sx-f-  XX y 

i O 7 

r=-^(9X  + a:x)  ’ -f-(é  — i)  /dx  (2x-|-xx)^ -f- conit. 

21  S.  Quelquefois  les  fonctions  différentielles  qu’on 
veut  intégrer  , paraissent  au  premier  aspect  se  refuser 
aux  méthodes  que  nous  avons  enseignées  dans  ce  cha- 
pitre, et  cependant  peuvent  s’y  ramenerparle  moyen  de 
quelques  opérations  qui  réduisent  les  fonctions  diffé- 
rectielles  proposées  aux  mêmes  formes  que  celles  que 
nous  "avons  considérées  précédemment  , lesquelles, 
donnent  lieu  à des  intégrations  immédiates. 

Par  exemple  , soit  d’abord  la  formule 

_a 

* xdx  {'2ax  — XX ) * 

qui  paraît  n’être  dans  aucun  des  cas 'd’intégration  iiti- 
médiate  mentionnés  aux  articles  ai  i . . . .ai4>  ni  avoir 
“ les  conditions  requises  à l’article  2i5.  Cependant  si 
• nous  divisons  le  numérateur  et  le  dénominateur  par 

T 

nous  aurons  la  formule  * 

_ i _ s 

X ‘dx(_2a  — x') 

• « 

-» 
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qui  est  dans  le  cas  de  l'article  si 4,  et  qui,  conséquem-, 
ment  est  immédiatement  intégrable.  „ 

On  trouve  , en  faisant  le  calcul , 

— JC 

fxdx  ( aax  — xx)  ’ = const. 

a y “lax  — xx 

Soit  en  second  lieu  la  formule 

(ûx*  — x^)  dx  (ar®  — 1^0  ^ ' 

qui  ne  paraît  se  rapporter  à aucun  des  cas  mention- 
nés précédemment  j cependant  elle  s’y  ramène  en 
multipliant  les  deux  facteurs  de  la  proposée  par  x ; 
car  alors  on  a 

(ax< — X®)  dx  (ax* — g *• 

Or,  cette  formule  a la  première  condition  exigée  4 
l’art.  31 5;  et  déplus,  l’application  de  l’équation  (i46) 
donne  q = 5 •,  donc  [^équat.  (i47)3  * 

f{ax^ — x®)dx(ax* — ou 

f(ax? — x^  dx(ax’ — 6-*^)*  * — f — |x^+const. 

317.  Lorsqu’on  s’est  assuré  que  la  fonction  dllFé— 
rentielle  algébrique  binôme  (i40  n’est  dans  aucun  des 
cas  d’intégration  immédiate  exposés  précédemment , 
on  cherche  à l’intégrer  immédiatement  en  ramenant  son 
intégration  à celle  de  quelque  fonction, dilTérentielle 
que  l’on  sait  déjà  intégrer  , ce  qui  s’opère  par  le  moyen 
des  intégrations  réciproques  dont  nous  ferons  un  grand 
usage  par  la  suite , et  dont  la  délinition  fera  le  sujet  da 
cet  article.  » 

En  dilTérentiant  la  formule  Fx/ic , on  a 

d.Fxfxx^  F xd .fx fxd ,Fx  = ^xdx  -f  qxdx^ 


a.9®  INTÉGRATION  UES  FONCTIONS 

et  par  conséquent 

T xfx  = /<t>xdx  + fpxdx  + const (a)  ; 

d ou  nous  conclurons  qu’on  peut  réciproquement  fair^ 
dépendre  l’intégration  de  chacune  des  fonctions  dilFé- 
l'entielles  <txdx , (pxdx  de  1 autre.  Ainsi , en  supposant 
que  l’on  veuille  faire  dépendre  l’intégration  de  la  pre- 
mière de  ces  fonctions  dilFérentielles  d’une  autre  fonc- 
tion di^rentielle  çxdx  plus  simple  que  la  première  , 
mais  encore  indéterminée  , on  prendra  avec  un 
nombre  convenable  d exposans  constans  indéterminés 
qui  remplacent  les  exposans  déterminés  qui  y étaient 
déjà  ; et  différentiant  cette  formule  , on  disposera  des 
constantes  indéterminées  , de  manière  que  celui  des 
termes  de  la  différentielle  résultante  qui  aura  les  plus 
grands  exposans  , soit  identique  avec  la  fonction  diffé- 
rentielle proposée  ^xdx.  Par  ce  moyen-Ià*  l’intégrale 
de  ce  dernier  terme  différentiel  dépendra  de  l’intégra- 
tion de  la 'quantité  différentielle  q>xdz  actuellement 
déterminée  , et  plus  simple  que  celle  *bxdx  qu’on  veut 
intégrer , et  on  aura 

f<J>xdx  = Fj:^  — fyxdx  -f-  con.st (i4®)‘ 

Nous  allons  faire  dans  l’article  suivant  une  applica- 
tion très-utile  de  cette  méthode. 

ai8.  Revenant  à la  fonction  différentielle  binôme 
x"dx  ( a -f-  b’x”'  y que  nous  supposons  n’ètre  dans 
aucun  dés  cas  d’intégration  immédiate , et  cherchant  à 
foire  dépendre  l’intégration  de  cette  formule  de  celle 
d'une  formule  plus  simple  , nous  commencerons  par 
* » m \ 

différentier  la  fonctipn  algébrique  .1?  (ct-f-Jx  ) qui 
a la  même  forme  que  le  facteur  de  dx  dans  la  pro- 
posée , mais  dans  laquelle  » et  A sont  des  qviantitéa 
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d’une  seule  variàSle:  397 

iod«termInées  ; nous  aurons  donc 

d.x  (a  + ia?  ) =«ae  *«ir  (a  + ix”*)^ 

4-miAx*^”*  *dx  (o  + ix™)^  * (a). 

Mais 


•X*  *<ix(a+ix”')^=:«x"  *cÎx(û!+6x”')*^  '(a+6x"*) 

■ J f I Z.  ™v’^— ' , 7 «-♦-»»— I J , , 7 m X— I 

=?az)x  ax(a+ox  ) -\~btx  dx(a+nx  j j 


ce  qui  change  l’équation  (a)  en  celle 


rf.x*(a+ix’"f  = n«x"  *dx  (a + hx”’ )’'"■* 

+ O ( m\  + âi)x  ax(rt+ix  ) (6). 

Or , l’exposant  de  x dans  le  dernier  terme  de  cette 
«quation  étant  plus  grand  que  celui  de  x dans  le  terme 
précédent , faisons  « -\-m — l = net^ — i —p  , d’où 
«1  = 71+1— metA=p  + !•  Substituant  ces  valeurs 
dans  l’équation  (i) , isolant  le  dernier  terme , divisant 
toute  l’équation  par  b ( n+ 1 ) ; enfin  intégrant , 

on  a . • • 

fx"dx  ( a + ix*)f’ 

x""’"*'(a-j-tx'")'’"'‘' — o(n+i — m)  fx’^~”dx(a-\-b3f‘y 

é ( iiip  + n + 1 ) 

+ const (149)- 

Mettant  successivement  dans  cette  dernière  équation 

à la  place  de  n les  quantités  n— m,  n — am 

n — 1771 , i représentant  un  nombre  entier  et  positif , 
pn  aura  la  formule 
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fx*ilx  (a-^bx”'y  — {a  -^bx”'y'^'  P ^^3 — . 

J K -r  J K -r  J U(i+«  + 'n;B) 

a ( 71  H-  » — ) [a] g ( n + I — 3777  ) [3^ 

' bx"'  ( i+n-f-m  {p — 1))  6x'"(i  + n-^m(j} — 2)) 

a («4-1 — 3«j)  [/(]  a («4-1 — (/ — >)>w)[t3 

èar”(i  4-"4  "i(/i-3))  " " 6x'"[i  4-'‘+ni(P”(i-i))] J 

(«4-1— ”0(ii-^i — ^rn).  ■ ■ («4-1 — im)  ^a\* 

‘-«-t-77i((U-i))....[[i -+-«-(- ni(p-(t-i))3\A/ 

' X/*"“""<ir  (a  “h  bx’"y  4-  const (*5o) , 

dans  laquelle  les  indices  [^139  C®3''--H  marquent 
que  les  termes  qu'ils  affectent  doivent;  être  multipliés 
par  tons  ceux  d’un  indice  inférieur.  Par  exemple , le 
terme  où  est  l'indice  [23  doit  être  multiplié  par  celui 
où  est  l’indice  [13  le  terme  où  est  l’indice  P3  doit 
être  multiplié  par  les  deux  termes'  respectivement 
affectés  des  indices  Ci3  et  [^23  , et  ainsi  de  suite. 

Des  deux  signes  rt:  qui  précèdent  le  dernier  terme  , le 
supérieur  est  pour  le  cas  de  i nombre  pair  , et  l’inférieur 
est  pour  le  cas  contraire. 

Il  est  clair  que  si  n 4-  1 est  multiple;  de  m , le 
coefficient  du  dernier  terme  de  l’équation  (i5o)aura 
■H  facteur  nul  ; donc  le  terme  intégral  s’évanouira  , et 
pn  aura  alors  l’intégrale  immédiate'et  algébrique  de  la 
proposée,  ce  qui  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit 
à l’article  2i3.  Nous  remarquerons  seulement  que  dans 
ce  même  cas  , qui  est  le  troisième  que  nous  avons  exa- 
miné, la  formule  (i5o)  donne  tout  de  suite  l’intégrale 
sans  recourir  à la  transformée  (i44)-  Le  lecteur  pourra 
faire  l’application  de  la  formule  (i5o)  aux  deux  exem- 
ples de  l’article  2i3. 

aig.  Par  le  moyen  de  notre  formule  (i5o),  il  es^ 


N 
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clair  qu’on  pourra  toujours  ramener  l’intégration  du 
binôme  différentiel  x^dx  ( a -f"  bx”'  Y a celle  d un 
autre  binôme  différentiel  x'dx  bx"‘y  dont  on 
connaît  l’intégrale  , ou  qui  du  moins  est  dans  1 un  des 
cas  d’intégration  immédiate  (art. .an  . . .ai4).  toutesles 
fois  qu’on  aura  n^r  et  n — r multiple  de  m,  puisqu  a- 

, . . • n — 

lors  faisant  n — OT»=r,douf= , on  aura  i en 

m 

nombre  entier  et  positif. 


aao.  Donc  , i».  représentant  par  ç un  nombre  entier 

x^dx  . ». 

et  positif,  la  formule  — : pourra  toujours  s in- 

— X* 

tégrer  par  les  arcs  de  cercle  , puisqu'on  pourra  toujours 
ramener  l’intégration  de  la  proposée  à celle  de  la 
dv 

formule  — ■ ■ ■ , dont  nous  savons  que  l’intégrale 

V^a“— 

est  arc  ^sin  Qéquat.  (i34)  , art.  aoG],  En  effet, 

pn  a dans  ce  cas-ci  » = aq,m=a  rf=  o;  donc 


i {=- — ^ I =— = au  nombre  entier  et  positif  q.' 
\ m Y U 


Substituant  dans  l’équation  (i  5o)  les  valeurs  précédentes 
de  m et  de  n,  et  outre  cela  celles  de  a = «*,  6 =z  — r , 
et  p— — î,  on  a l’équation 

(gq— Qg’M 

aq  a(q— i)x* 


J v/a“— x*  L “7 


v/ 

(gq — 5)a»[3]  (aq  — 5)a°[4] 
g (q  — g)x“  g(q  — 3)  X* 

(gq— 0(gq— 3)...i 


J 


(gq  i)(2g — ËLllia^tarc  ^sin='-')+const...(i5i), 

^gîq(q— iXq—a)-  I V , 
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dans  laquelle  le*  indices  [i3  , l^a]. . . remplisies» 

les  mêmes  fonctions  que  dans  l’équation  (i5o).  '' 

221.  a".  Nous  conclurons  encore  de  ce  qui  a été 
dit  à l’article  213,  que  q représentant  comme  précé- 
demment , un  nombre  entier  et  positif,  il  sera  toujours 

possible  d’intégrer  la  formule  ^ ; car  on  pourra 


+ 


djc 


toujours  ramener  son  intégration  à celle  de 

dont  nous  savons  que  l’intégrale  est  ^ arc  ^tang  = 

féquat.  (i35) , art.  20G].  En  effet , comparant  cette  dèr- 
nière  formule  différentielle  avec  celle  x'dx(a-+  bx^y, 
et  la  proposée  avec  la  formule  x*dx  ( a bx'")’’,  on  a 
r=  O,  n=aq,a=a*,A  = i,m=2etp  = — i, 
ce  qui  donne  i = au  nombre  entier  et  positif  q , seule 
condition  exigée  à l’article  213. 

Substituant  les  valeurs  précédentes  dans  l’équation 
(i5o),  et  effectuant  les  multiplications  indiquées  par  les 
indices  , [a]*  • • •>  on  a , toutes  réductions  faites, 

O» 


^ r 1 _ 

a*  -f-  X*  ijaq  — i ( aq  — 3 ) x* 

f a*C»-0- 


A 

a* __  a*C<-0~[ 

(27  — 5 ) ( 27  — 7 ) a:®  “ ' * x*(î— i)J 

arc  ^tang  = ^ ^ -f-  const ('Sa) , 

les  signes  supérieur»  dans  le  cas  où  q est  un  nombre 
pair,  Içs  inférieurs  dans  le  cas  contraire.  ' 

222.  Quoique  la  formule 

x*»+’dx  ( a*  ±.  6*x*)“^ (a)  , 
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3ans  laquelle  nous  supposons  que  q est  un  nombre  en- 
tier et  positif,  soit  dans  le  troisième  cas  d’intégration 
immédiate , et  par  conséquent  intégrable  par  la  mé- 
thode enseignée  à l’article  2i3;  cependant  il  est  plus 
commode  de  se  servir  de  la  formule  (i5o)  pour  inté- 
grer la  proposée  (a),  puisque  nous  allons  déduire  de  cette 
formule  (i5o)  , l’intégrale  générale  de  la  fonction  diffé- 
rentielle (a),  au  lieu  que  la  méthode  de  l’article  3i3 
ne  donnerait  que  la  transformée  de  cette  dernière  fonc-  , 

tion  [form.  (i44)]- 

Soit^=  bx , d’où  dx  ~ et 
toute  la  question  -se  réduit  à intégrer 


1 

é*Cf+>)  • 


.{h). 


Or  , remarquons  que  l’intégration  de  cette  différen- 
tielle peut  se  ramener  à celle  de 


ydy 


• W> 


dont  l’intégrale  est  ± (a*  )“  (second  cas , art.  212), 

.puisque  comparant  le  facteur  variable  de  la  formule  (é^ 
arec  la  formule  générale  (i^O  > abstraction  faite  de  la 
différence  des  symboles  x et  y'  de  la  variable  , nous 
avons  n =:  2q -f-  1 ,o  = a“,  i=±:  i ,m—a  ,p=:  — j. 
De  plus , la  formule  (c)  donne  r = 1 ; donc 


Cela  posé , mettant  ces  valeurs  de  n,  a , b. .. . dans  la 
formule  (i5o),  restituant  le  facteur  constant 


.P 
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et  la  valeur  âe  y — bx , on  aura  , toutes  réductioni 
faites , 


/’  x 'i-^'dx  _ {/{a‘±ib^x^)  f (bx)^  [»]  _ 

t|_  aç  -f- 1 


k 

aç 


Des  doubles  signes  qui  précèdent  les  termes  compris 
entre  les  crochets , on  voit  évidemment  que  les  supé- 
rieurs sont  pour  le  cas  de  i*  positif,  et  les  inférieurs 
pour  le  cas  contraire  ; mais  des  deux  signes  qui  pré- 
cèdent le  dernier  terme  qui  est  en  dehors  des  crochets, 
le  positif  n’a  lieu  que  dans  le  seul  cas  où  6’  est  positif  et 
que  le  nombre  q est  pair. 

aa3.  Il  est  à propos  d’observer  qu’outre  la  réduc- 
tion obtenue  dans  l’équation  (i5o)  de  l’exposant  de  x 
hors  du  lien  de  la  puissance  p , nous  pouvons  encore  di- 
minuer ce  dernier  exppsant.  En  effet. 


fx^dx  ( a + bx’^y  = afx”dx  (a  -f-  bx”'  y ' 
-j-  b fx^'^"dx  ( n -f-  ix“  (a) 


Or,  mettant  dans  la  formule  (i49)  m-f-n  à la  placé 
de  R,  et  P — 1 à la  place  de  p , il  vient 

fxf^-*-’'dx  (a  -f-  bx”^y~' 

x"^' (a-f- &X")'’ — a(n+  i )/x*dx  ('a+ éx”)'’~'  , 

6(mp4-n-j-i)  * 


Kous  ne  mcttoiu  p.i«  la  constante  arbitraire,  afin  de  simpli- 
fier le  calcul  ; c’est  ce  qui  noUs  arrivera  souvent , en  nous  reservant 
de  la  rétablir  dans  l’intvgiale  finale , enticrement  OU  en  partie  exécu- 
tée , qoi  sera  le  résultat  de  uos  calculs. 


V 
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St  substituant  cefto  valeur  dans  l'équation  (a))  il  vient, 
toutes  réductions  faites  , 


fx"dx  ( a + éx"  y — 
±”'*'’(^a-^-bx"'y-\-aTnpfx''dx(a-i-bx"‘')P~' 
mp-f-n-f-i 


■f-const-(i5^i 


Substituant  successivement  à la  place  de  p les  quantités 
P — 1 ,p  — 2..  ,p  — q,en  représentant  par  q le  plus 
grand  nombre  entier  contenu  dans  p on  réduira  l’in^ 
tégration  de  la  formule  proposée  (i4i)  ^ celle  de 

x"dx  (a  + bx^y~i , 

et  par  conséquent  aussi  à celle  de 

S*~"”dx  ( a + bx^y~i  équat.  (t  5o)3  , 

dans  laquelle  im  est  le  plus  grand  multiple  de  m con- 
tenu dans  n , et  p — q une  fraction  de  l’unité  (*). 

2_t 

Ainsi , par  exemple , l'intégration  de  x*dx  (a*  -j-  ix“)  ‘ 

X • 

se  réduit  à celle  de  dx  (a  -f-ix“)“. 

224-  11  est  évident  que  la  réduction  enseignée  à 
l'article  218  augmenterait  l’exposant  de  x en  dehors 
du  lien  de  la  puissance  , au  lieu  de  le  diminuer  si  l’ex- 
posant n était  négatif , et  qu’iben  serait  de  même  rela- 
tivement à la  réduction  enseignée  dans  l’article  précé- 
dent de  l’exposant  du  binôme,  si  p était  une  quantité 


(*)  Il  faut  faire  attention  qoe  p repriiseate  Une  quantité  frao 
tionnalre[>ositiveet  > i ; car  |o.  sip  était  un  nombre  entier,  la  pro- 
posée s’intégrerait  immédiatement;  a”,  si  p éuit négatif,  il  y aurait 
plus  grande  eomplicatiou , et  nous  examinerons  ce  cas  dans  l’art.  a3oj 
3°.  si  p était  I , la  réduction  dont  nons  avons  parlé  dans  cet  ar- 
ticle serait  inutile  et  même  nuisible  ; car  elle  ternirait , en  icndaut 
l'exposant  du  biuome  négatif , à augmcutci  sa  valeur. 


3o4  intégration  des  fonctions 
négative.  Il  est  donc  nécessaire  d'obvier  à cet  incon- 
vénient , et  nous  allons  d’abord  'nous  occuper  du  cas  où 
n est  négatif. 

Reprenant  l’équation  (149)  C art.  218  []  et  y mettant 
n-f-  m à la  place  de  n,  on  a l'équation 

fx"*-”'dx  ( a + ix"  y 

x"'*"' (fl+Jx"')^' — a(n-)-i)  fx"dx  {a-\-bx^y 

~ ^[(p+0 '“+«+0  ’ 

dans  laquelle  prenant  la  valeur  du  dernier  terme  inté- 
gral, et  rendant  n négatif,  il  vient 

fx~"dx  ( a + ix™ 

x~**'(g+&x"*1>'*'-ir  (p+i^m-n+i'l  fx^’'dx(a+bx”‘y 

...^IDDJ 

a (i— »0 

Substituant  successivement  — » — -n-f-n/n, 

— n-^-im  à la  place  de  — re , il  est  évident  qu’on  aura  une 
suite  d’équations  semblables  à celle  (i55),  et  remon- 
tant par  des  substitutions  ascendantes  de  la  dernière 
équation  à la  première , il  viendra  pour  la  valeur  de 
fx~’'éx  (a  -f-  bx” y,  une  suite  de  termes  variables  , 
dont  le  dernier  sera  affecté  du  facteur  intégral 
fx~^‘*‘dx  ( a + ix"  y,  d’où  dépendra  l'intégration 
demandée.  Donc  on  poufra  toujours  ramener  l’intégra- 
tion de  la  formule  proposée  à celle  de  X~'dx(a-f-bx”y, 
tant  que  n — r sera  multiple  de  m j même  condition 
que  celle  de  l’article  219. 

225.  Si  nous  faisons  dans  la  formule  (i55)  n — Zq, 
m = 2 et  P = — A , il  est  évident  que  le  dernier  terme 
intégral  s'évanouira  , puisqu’il  sera  affecté  d’une  suite 
de  facteurs  tels  que  q — 1,  q — 2....,  parmi  le.squels 
il  y en  aura  un  qui  sera  = o , puisque  par  hypothèse , 

*1 


P 
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q est  un  nombre  entier  et  positif.  Ainsi  la  formule 
xr-’^dx 



«•intégré  immédiatement,  ce  qui  a# reste  est  évident 
de  soi-même , puisque  cette  formule  est  dans  le  qua- 
trième cas  d’inté^ation  immédiate  (art.  ax/Q.  En  effec- 
tuant les  calculs  indiqués  par  l’équation  (x55)  et  ce  qui 
est  dit  à la  suite  dans  1 article  précédent , on  a , toutes 
téductions  faites , l’éqnatiOn  générale 

/! a.4.6...a(<7-i)/évCf-0  


— Sa'CS]  _(aq-3)flTu-in 

dans  réelle  les  signes  supérieurs  sont  pour  le  cas  de 
b positif , et  les  inférieurs  pour  le  cas  contraire. 

Quant  aux  indices  CO . W - • • - , ils  remplissent  le. 
mêmes  fonctions  que  les  analogues  de  fa  formule  (i5o). 

aaS.  Cependant  l’intégrale  donnée  par  l’équation 
(155)  est  fausse  lorsque  n=  i , puisqu’alors  le  déno- 
minateur du  second  membre  est  = o.  Cherchons  donc 
.un  autre  moyen  pour  intégrer  ~ 0 

^ xr'dx{a  + bx^y (a). 

Afin  d y parvenir  , faisons  a -f-  ix”  ==  d’où  x = 

r *• 

(y”  — aÿ 


Vb 

dx 


donc 


~^dix—- d.i{y«-.„\  —y”~'^y 

* ^ m '■J  t ym 


ao 
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et  3T^dx  (^a+bxry  —y«M--‘-‘dy  ( y"— 

Or , cette  dernière  formule  difiFérentielle  rentre  dans  le 
cas  général  traité  à l’article  ai8 , et  pourra  se  ramener  _ 

à l’intégration  de*yc^  — si  — l. 

est  un  nombre  entier  et  positif  (art.  aig  ).’ 

Supposons  a—\,i  =—  i , 7»  =3  a et  p 

ce  qui  réduit  la  formule  (a)  à celle  . — —s,  et 

xy  i — as* 

sa  transformée  (i)  à la  fraction 
dy  dy dy  , 

y— 1 — (i+y  (i— y*  a(i+y)  a(i— y* 

dent  l’intégrale  est 


K i-f-v 


et  mettant  à la  place  de  y sa  râleur  v/ 1 — x*,ona 

/*  dx  ^ I — \/i  — X® 

a;  v^i— X®  X 

aay.  Il  est  clair  que  l’intégration  de  la  formule 
tlv 

7 , ou , ce  qui  est  la  même  chose , de 


+ const. . . .(iSy). 


V'  a* — é®x 
A dx 


y/* — X* 


(*)  , dépend  de  celle  (167) , puisqu’elle 


(»)  En«ffet,  \/o»— i»x*=a|/^ i— etfaiiant/='|», 

d’oîix=|r«‘**=  r .onanr, 

f__dx ^ dr 

4/ x*7+‘  V^a*"— i*** 
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3o7 


dépend  de  l’intégration  de  ( i — x*  ^ 

(art.  aa4),et  que  q étant  un  nombre  entier  et  po- 
•itif , de  même  que  ^ui  croit  comme  la  suite  natu- 
relle des  nombres  3. ....  ; U viendra  après  un 
nombre  q de  substitutions  successives  (art.  aa4)  î — g 
ce  qui  réduira  la  formule  différentielle  précédente  à. 
celle  dont  l’intégrde  est  donnée  par  l’équation  (i57). 
Faisant  les  calculs  indiqués  à l'article  aa4 , et  mettant 

à la  place  àt  sa  valeur  [éq.  (.57)]  , on  a 

f — ^ w-i)x»[n 

J 1/ 1 — X»  zgx^i  L ^ 


2(q— 1) 


_j_  (aq  3)j;*  [a]  ^ _ 5x*  f q—  i ■]— | 

^ a(q_a)  + - J , 

il.  ^ •■•  •(aq — 1)  , 1 — 1 — JJ» 

^ a.4.6....îjq  — /"Const...(i58). 

aa8.  De  même  l’intégration  de  jr~*sdx  (a*-f-è“x*)~* 
ou , ce  qui  revient  au  même  ; de  xT^idx  (*)  * 


dépend  de  celle  de 


dx 

1 + x' 


dont  ' l’intégrale  est 


t arc  ( tang  = x ) : car  on  peut  toujours  faire  dépendre 
I intégration  demandée  de  celle  de 

■ ^'*^dxX  I + ai*)-' (e)  (art.  334)  : • 

or , q étant  toujours  supposé  un  nombre  entier  et 
positif,  et  i croissant  comme  la  suite,  patütelle  des 
nombres  i , a,  3. . . . , il  est  clair  qu’après  un  nombre 
q de  substitutions  indiquées  à l’article  aa4 , la' quantité 
différentielle  (a)  se  réduira  à celle,  de  ( i x“  )— '. 

■■ 

■ 5"'  *®  «lêmonlre  par  un  npionuaiilïnt  analogue  i celui 

.ou  teuToi  de  l’article  précédent. 

30,. 


% . 


3o8  IKTÉGRATfOK  DES  FONCTfORS 

Ces  diiTéreDS  calculs  donnent  généralemeut 


f: 


dx 


. EC  — 0 


a^(i+je*)  1 aç — 3 ^ aq — 5 

arc  (tangas 07)  4*  c^st.. . . . .(159), 

les  signes  süpérieûrs  si  q est  un  nombre  pair,  les  infé- 
rieurs dans  le  cas  contraire.  . . ' 

aag.  EnGn  l'intégration  de  ic“t*î'*‘0i£r(o*4-&*x*)“', 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  dear"C*t"*i)Àc(i-f<c*)~’, 
dépendant  de  l'intégration  de  ( 1 + 

dépendra,  après  un  nombre  q de  substitutions , de  l’in- 

dx 

tégration  de  la  formule  —z — j qui  est  dans  le 
quatrième  cas  de  llnté^atioti  immédiate  (art,  ai4)  > 
et  dont  l’intégrale efst  2 - Faisant  les  calcula 

indiqués  à l’article  sa4  et  nous  servant  de  la  formule 
^i55)  du  même  article , nous  trouvons 

/dx  ' ' 1 P 1 ^*'1  ^ 

«•«•♦■‘(i  4- A*)  a^’^Laq  i (q— ij  a (q— 2) 

^ 77==F=  + • • • * • » 


a J I 

les  signes  supérieurs  si  q est  un  nombre  pair,  les  in- 


férieurs  dans  le  cas  contraire. 

s3o.  La  réduction  de  l’intégration  de  la  formule 
x^dx  (a  -f*  baf'y,  dans  laquelle  p représente  un  nombre 
fractionnaire  > 1 , à celle  de  x^dx  (a  + bx”y~i,  q re- 
présentant le.  {dm  gr^nd  nombre  entier  contenu  dans  p 
4art.  aa3)  , migmenterait  l’exposant  de  la  différentielle 
à l’intégration  de  laquelle  rapporte  celle  de  la  pro- 
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posée,  si  P était  négatif,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  re- 
marqué à l’article  224  ; raais  il  est  aisé  d’obvier  à cet 
inconvénient.  En  effet , d’après  la  réduction  enseignée 
■è  l’article  22^^,  on  peut  toujours  parvenir  à l’équation 


fx”dx  (o+ix")'’  = X + -^fx”dx  (a+ix")'’^ . . . (a)  , 

en  représentant  par  X une  suite  de  termes  variables 
qui  ne  sont  pas  affectés  du  signe  d’intégration  , et  par 

4-  un  coeiHcient  constant.  Mettant  dans  cette  équa.* 
A 

tion  (a)  P -i-  q place  de  p , et  prenant  ensuite  la 
valeur  du  dernier  terme  intégral , on  a 


fx^dx  (a  + èx")?  = — A'X'+  A'/x»dx  (a  -f  ix“)'’+*, 

et  rendant  p négatif,  il  vient  enfin 

fxf'dx{a+txf"yf=-A*X'-A''fa^dx(s-{rbx”y'^'' . . .(  1 6 1 ), 

équation  dans  laquelle  l’exposant  du  binôme  du  der- 
nier terme  intégral  n’est  plus  qu’une  fraction  néga- 
tive, au  lieu  d’être  une  quantité  fractionnaire  > 1 et 
négative.  , ^ ^ 


s3i.  D’après  la  réduction  que  nous  venons  d’ensei- 
gner , et  celle  de  l’article  218  , on  pourra , en  repré- 
sentant par  q un  nombre  entier  et  positif,  réduire  l’in- 

tégration  de  la  formule  — — , ou , ce  qui  , 

' (a*—  fx*)  » 
est  la  même  chose  , de 


x'^dx 

av-t-i 

(I-X*)~ 


.(«) 

# 


/ 


( 


\' 
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à celle  de 


INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 
dx 


dont  l'intégrale  est  arc  (sin=:  r).' 


1 — x“ 

En  eiTet , la  réduction  de  l’article  précédent  réduit 

^intégration  de  la  formule  (a)  à celle  de  ■ ^ , ’ 

> (i-x“)‘  . 

et  la  réduction  de  l’article  ai  8,  réduit  l’intégration  de 

^ ' dx 

cette  dernière  formule  à celle  de p.  Mais  ces 

(l— X»)' 

deux  réductions  peuvent  s’opérer  en  même  temps  par 
le  moyen  de  la  formule  générale  que  nous  allons  dé- 
montrer , et  qui , comme  nous  le  verrons  après , sert 
à intégrer  beaucoup  plus  vite  plusieurs  autres  formules 
düTérentielles  binômes , que  le  concours  des  méthodes 
enseignées  aux  articles  ai8  et  a3o. 

DifFérentiant  la  formule  x"^'(a+ix”y,  divi- 
sant la  düFérentielle  par  n + i , prenant  la  valeur  de 
et  intégrant,  on  a 


(a  -f- 

x^'  (a  -f-  baf'Y  n+ 1 
hmp 


— -T — /x"dx(a-f-6x")i’ (i).i 


bmp 

Substituant  successivement  n+m,  n-f-ans n-f-tVn 

à la  place  de  n , et  p—  i , p — a , p— >5. . .p — i à la 
place  de  p , on  forme  une  suite  d’équations  sem- 
blables à celle  ( é)  , dont  la  valeur  du  dernier  terme 
sera  donnée  par  l’équation  qui  suit  immédiatement , et 
ainsi  de  suite. 

On  aura  donc  par  des  substitutions  successives , et 
opérant  d’ailleurs  comme  à l’article  ai 8,  l’équation 
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fx'^^dx  ( a + bx”'  y~^ 
(i4-n)’(i+n4-m)...Q  + n + m(t— Q) 

(p  — i) , (p  — (t  — O) 


X 


'[1] 


bm  {p — i)  x"  P] 
(i+n+am)(a+i^^''“ 


btnpxi"  [a] 

’"  (i+n+/n(i-i)jPf(H7Ax")J 


-■:-ï 


-—Jx*dx  (a  +-6x")'’|  + eonst 

'dans  laquelle  i est  un  nombre  entier  et  positif. 

Des  deux  signes  qui  précèdent  le  second  membre  j 
le  supérieur  est  pour  le  cas  de  i nombre  pair , l’infé' 
rieur  pour  le  cas  contraire.  . ^ 

Appliquant  maintenant  cette  formule  à l’intégration 
de  celle 

cc^dx  , y. . . . 

(i-x»)  » 

Sjui  doit  se  réduire  àl’intégration  de ———^  il  faut 

♦ • ■ (l  —X»)* 

comparer  cette  dernière  formule  à celle  x''dx(a+bx”'y, 
ce  qui  donne  m = st  , ji=o  , d=  x , — i , 

pz=  — i : comparant  ensuite  la  formule  proposée  (a) 
à celle  x"’^*"r£r  on  a 

n + in*  = aq , d’où  i = q. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( 169  ) , il 
est  d’abord  visible  que  le  facteur  constant  en  dehora 
des  accolades  est  toujours  = 1 , et  ifvient , toutes  ré- 
duetions  faites , ' ' 


■ '‘-m 


3i9  intégration  des  roNCTIONS 
^=±{  arc(»in=:*) 


[■ 


XI  1 


V^l  — 0?» 

^ X*  a:» 

3 (i— x^)  5(1— x»)»“"7(i_x‘)»** • • 

ar>(»-0  J 

'*  V •“(9V-0(i-^)«-Jj  + (i83). 

De  carte  dernière  intégrale , on  déduira  sans  peine  celle 
^ x*C»+Odx 

laifuelle  c représente  un  nombre 

0-^)~  . 

entier  et  positif,  puisque  lSl±Sl±H~c,  et  que 
«onséquemment  on  peut  ramener  l’intégration  de  cette 

.dernière  formule  à celle  de — (art.  aig). 

(1 

Faisant  les  calculs  indiqués  par  la  formule  (i5o) 
on  a ■'  * 


■ • » 

L — ac  • 

(i— X»)  » ' • 


/■* 

22±i 

Ci-x*)  - , 

3(q+c)-iM  , 3(q+c)-ir5]  aq-j-S  [c]n  . 

a(c— i)a^  a(c — 3^  _j+  , 

(a(q-fiç)— 1)  (a(q+c)r-3). . ..(aq+j 
c(c— i)(c— a) i.a‘ 


l-i)  a^idx 

I ~ » 

J =* 

e»  yv  ♦ 


•f.const (iG4). 

Il  n y a plus  qu’à  substituer  dans  cette  équation  la 
valeur  du  dernier  terme  intégral  qui  eft  donnée  par 
l’équation  (iS3), 
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3l3 


11  est  clair  que  la  formule ^qZT\ 

(i— a:*) 

intégrée  de  C|tte  manière  , puisqu’on  a — — 

= au  nombre  négatif  — c.  Mais  on  pourrait  ramener 
•l’intégration  de—— — ,.dont  l'intégrale  estdon- 

née  par  l’équation  (i63)  , à celle  de  Informulé  propo- 
sée, puisque  ^2 — (art.  219).  D’ailleurs, 

la  dilférentielle  binôme  précédente  est  immédiatement 
intégrable  , puisqu’elle  se  trouve'^dans  le  quatrième  cas 
d’intégration  immédiate.  En  elfe^  on  a n = nq—  2c, 
m=  a,p=— q — 5,  donc 

n + mp-^-i  2q — ne — 2q-^i-(-i  , 

— ^ = — • =zc  (art.  214). 

— m — fl  ^ 

t 

% 

flSfl.  On  peut  encore  appliquer  avec  succès  la  for- 
mule (162)  à l’intégration  de  ' 


(i+x“)» 


.(a) 


doc 

en  la  ramenant  à celle  de  — ■ ^ — dont  l’intégrale  est 

arç(tang  = x)  [art*.  io6].  En  effet,  comparant  la 

première  de  ces  différentielles  binômes  à celfe 

et  la  seconde  à celle  x*dx(a-f-bx"y, 

on  a «- 

n -f-/m  = 2 (q-- 1 )•,  c=i,  i = 1 , m = a, 
/%— t = — q,  n = o , p==—  1 

donc  i = au  nombre  entier  et  positif  q — 1 . Substi- 


3i4  intégration  des  fonctions 

tuant  ces  valeurs  dans  l’équation  (iGa)  ,on  a,  toute* 

réductions  faites , 

O^jj  1.5.5 (aq — 5) 


/x"' 

a«-‘.  1.2.3;. . VT (<7 

* __£_r  I ^ ^ ^ 4 

, ' 14-^*  L*  3i+J^'3.5(i 


^|arc(tang=x> 


a.4...a(o-a) 


■:p::^}+const (i65) 


^3.5...l2(/— i (i+a-jî 

H est  clair  qu'on  peut  toujours  ramener  l'intégra- 

‘T**Cî“0  il  TC  ï' 

tion  de  ^ à celle  de  par  le  moyen 

la  formule  (i5o)  , puisqu’on  a 

n = a(q— i)^^=a,  r = a(7— c); 

qui  est  un  nombre  entier  et  positif  (art.  219)  j snbs^ 
tituant  ces  valeur^ dans  l’équation  (i5o)  ; ensuite  ren-' 
versant  l’équation  résultante , afin  d'avoir  la  valeur  da 
dernier  terme  inté^al  ; enfin  substituant  à la  plaça, 

/jfSC»— O de 

— sa  valeur  donnée  par  l’équation  (tfiS), 

on  a 


donc 


/ 


4-x*)» 

jc^^i~‘'>dx 1.3.5...  .(2c  — 3) 


(1  + JT*)»  (aq— 3)(2q— 5) . . . .ra(q— c)+i3 

X V'iV'Z- 1 = ■ 


....+ 


2.4 


a:* 


4-j;*  ‘ 3 i + x*  3.5  (1  +x‘)*  ' 

a. 4 2 ( g — 3)  \-v 

3. fi ( 2q  — 3 ) ( 1 + x“)»-vJ 

X^9—3 


(i4-a:“)’ 


-j-  const. 


.(16S). 
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Mettant  dans  cette  fonvule^-f-c  à la  place  de  ^ , on  aura 

l’intégrale  de  la  dilFérentielIe  binôme  - — ; — TT-rri. 

° (i-t-x')’"*"' 

«Si  c=zq,  il  est  clair  que  le  facteur  général 

(^-5)^!  ! ’f^^^^^-^delaformuleprécédente(i66) 

deviendra  = i j on  aura  donc 

/(T^.  ” ’"S  = 

(l  + ^ -ÎL  4.  ^ 

V ' 3 ^ 5. 5 (i-f-Æ*)* 


i-f"  ^ 

3.4. . .2(<7— 2)  \~] 

3.5 ..  . (3q— 3)  (1  + ( 1 + X*)»— 

• xQ  + ^ • -(iS?)-* 

Nous  trouverons  à l’article  s^a  une  intégrale  de 

dx  . ‘ 

qui  sera  beaucoup  plus  simple  et  commode 


x*’“® 


(l  + X»)» 

que  la  précédente. 

333.  Les  intégrations  des  fractions  düTérentielIes 
x*tJx  x®*dx 

— : . et  pouvant  tomours 

V^x*±:r 

(x*±i)  =>  (x*+i)  » * 

dont  nous  savons  que 


djc 

être  ramenées  à celle  de* — — — 

• t/x»±  1 


l’intégrale  est  l (x±:  |/x*  + r ) [éq.  (i38),art.  307] , 
, on  pourra  trouver  les  intégrales  de  ces  trois  formules 
^ de  la  même  manière  que  celles  que  nous  avons  obtenues 
aux  articles  220  et  221  [équat.  (i5i),  (i63)  et  (164)3* 
D’ailleurs  les  intégrales  de  ces  trois  formules  prises  avec 
le  signe  négatif  sous  le  radical  , sont  les  mêmes  que 


5lS  INTÉGRATION  DEi  FONCTIONS 

' celles  (i5i)  , (i65)  et  (i64)  divisée*  par  i ; car 
par  exemple, 

/'  Ç si^dx  i f ai^dx 

V-^  1/T=F 

« ' 

s34<  Parmi  les  différentielles  binômes,  nous  consi- 
dérerons encore  celle  ■ " ^ — rdont  les  deux  termes 

y{ax — bxx) 

apus  le  radical  sont  variables,  et  dans  laquelle  nous 
Considérerons  l’exposant  a comme  un  nombre  entier 
et  positif.  * ' ' 

Ecrivant  la  proposée  sous  la  forme 

, f 

x^dx  " 

\/b^/^Qx  — xx'^ 
nous  ferons 

^=y+^*  d’où  dxz=dy, 
et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (a),  nous  auront 


yb 


' X' 


Or , n étant  un  nombre  entier  et  positif,  il  est  clair, 
qu’en  développant  le  numérateur  de  la  fraction  (i), 
nous  aurons  un  nombre  n-)-i  de  termes  différentiels  de  Iq 


forme 


Ay’"dy 


que  nous  savons  intégrer  soit  dans 


y(B—y^) 

le  cas  de  m nombre  pair  [équat.  (i5i),  art.  220]  , • 
toit  dans  le  cas  de  m nombre  impair  équat.  (i53) , 
art.  222].  Ainsi  nous  pourrons  toujours  trouver  de  cettë 
manière  l’intégrale  de  la  Uansformée  (é),  et  par 
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conséquent  de  la  proposée  (a);Mai8Îl  sera' plus  m ant, 
et  en  même  temps  plus  commode  de  trouver  l’intégrale 
générale  de  la  formule  proposée.  C’est  ce  dont  noua  • 
allons  nous  occuper. 

Soit  fait  pour  simplifier , ^ = ac,  et  mettons  à l’écart 


le  facteur  constant  de  la  formule  (a)  ; fi  ne  noua 
reste  donc  plus  à intégrer  que 
ac"dx 


2CX XX 


(é); 


et  cherchant  d’abord  à réduire  l’intégration  de  cette 
formdle  à celle  d’une  autre  formule  plus  simple , nous 
nous  servirons  de  la  méthode  enseignée  à l’article  217. 
Ainsi , d’après  cette  méthode  nous  diiférentierons  la 
formule 


X (acx  — xx)  , 

dans  laquelle  e et  A sont  des  constantes  indéterminées, 
ce  qui  nous  donnera 

d . X (acx— xa)  = mx  dx  (acx— xx) 

+ (2CAX  — 2AX  ) dx  (2CX  — XX  ^ * 

=i:  2C  (*>-}- a)  X*dx  (2CX  — Xx'^~^ 

— (<S  + 2A)JC  ^*<ix(2CX  — xx)^  *. 

Or  l’exposant  de  x étant  plus  grand  dans  le  dernier 
terme  différentiel  que  dans  le  précédent , c’est  le  fac- 
teur variable  que  nous  comparerons  avec  la  formule 
différentielle  (c) , ce  qui  donne 

• -f- 1 = n et  A— d’où«=3/ï— 1 etAss^: 


5lfi  INTÉGRATION  DEi  FONCTIONS 

celles  (i5i)  , (i65)  et  (164)  divisées  par  \/ — 1 ; car 

par  exemple, 

/'  x*»ctr  r x*^dx  1 ^ x^dx 

~ i/— I J v^ïnir 

s34<  Parmi  les  différentielles  binômes,  nous  consi- 
dérerons encore  celle— r; .-  .dont  les  deux  termes 

Y (ax — bxx) 

Spus  le  radical  sont  variables,  et  dans  laquelle  nous 
Considérerons  1 exposant  a comme  un  nombre  entier 
et  positif.  * ’ ' 

Ecrivant  la  proposée  sons  la  forme 

, f 

x”dx 

nous  ferons 

x=y+-^,  d’où  dx  = dy, 

» t 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (a),  nous  aurons 

O’+s)'^ 


• ••••••  (é). 


Or , n étant  un  nombre  entier  et  positif,  il  est  clair, 
qu'en  développant  le  numéraleur  de  la  fraction  (i), 
nous  aurons  un  nombre  n-|-i  de  termes  différentieb  de  Iq 

savons  intégrer  soit  dans 

le  cas  de  m nombre  pair  []éqnat.  (i5i),  art.  aao]  »• 
soit  dans  le  cas  de  m nombre  impair  f équat.  (i53), 
art.  aaa^.  Ainsi  nous  pourrons  toujours  trouver  de  cette 
manière  l’intégrale  de  la  transformée  (é),  et  par 
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d’vke  seule  variaSle;  ^ 317 
conséquent  de  la  proposée  (a).  Mais  il  sera' plus  H|ant, 
et  en  même'  temps  plus  commode  de  trouver  l’intégrale 
générale  de  la  formule  proposée.  C’est  ce  dont  noua  • 
allons  nous  occuper. 

f ^ 

Soit  fait  pour  simpliGer , -^z=ac,  et  mettons  à l’écart 

le  facteur  constant  de  la  formule  (a)  -,  il  ne  nous 
reste  donc  plus  à intégrer  que 

a^dx  , .. 

/ --- — CO  > 

y acx—xx 

t • 

et  cherchant  d’abord  à réduire  l’intégration  de  cette 
formule  à celle  d’une  autre  formule  plus  simple , nous 
nous  servirons  de  la  méthode  enseignée  à l’article  317. 
Ainsi , d’après  cette  méthode  nous  diiTérentierons  la 
formule 

, X (acx  — XX)  , 

dans  laquelle  « et  a sont  des  constantes  indétermmées  > 
ce  qui  nous  donnera  ' 

d.x  (acx—xx)  =tx  dx  (acx — xx^ 

(achx  —i%x  ) dx  (acx  — xx) 

==  ac  (<v+a)  X dx  ( acx  — xx) 

— (a  -f;  aO  *• 

Or  l’exposant  de  x étant  plus  grand  dans  le  dernier 
terme  différentiel  que  dans  le  précédent , c’est  le  fac- 
teur variable  que  nous  comparerons  avec  la  formule 
dilférentielle  (c)  , ce  qui  donne 

* + 1 = n et  A — i ="—1»  d’où«35^— I etA  = ^; 
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INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 
Su^^uant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente  J 
divisant  par  «»-|-aA.(=7»)  ^ isolant  le  dernier  terma 
«t  intégrant , il  vient 

x"dx 


fz 


Ÿ 2cj; — XX 

a:*-V(3Cx-arx)4-c(a7t-i)/x’-djrfacx-xxr* 

Substituant  successivement  dans  cette  dernière  équa- 
tion n 1 , n a i à la  place  de  n , on  aura  une 

suite  d équations,  comprise  celle  (e),  qui  auront  chacune 
pour  dernier  terme  le  premier  membre  de  l’équation 
immédiatement  suivante  ; donc  par  des  substjtationa 
continues,  et  faisant  attention  que  n étant  un  nombre 
entier  et  positif , le  dernier  terme  de  la  équation 

r dx  . - , 

•®ra  c I —===.  dont  l’intégrale  est 

J y (acx — • . 

O arc  (sin-ver  = f ) [équat.  (iS/),  art.  ao6  J, 

on  parviendra  à l’équation  générale 


/i 


xf'dx  c"(3n-i)(27i-3)...i 


J arc  ^sin-vers=: 


\/(acx-trx)  n{n — i)(/i— a)...x 
x«\/(acx— xx)rt  (an— i)c  (an — i)(9n— 5)c« 

n Li («—1  ) -c»  (/i— a)x^ 

, (an — 0(3« — 3) . 

J+“"‘ 068). 

a35.  Considérant  maintenant  les  différentielles  poly- 
nômes généralement  représentées  par  la  formule 

x"dx  (n+  éx"*+  ex*"... . .+  tx^"')/’ (169), 

dans  laquelle  »,  m et  q sont  des  nombres  entiers 
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positifs  j et  P fractionnaire  ou  négatif  , cherchons 
par  notre  méthode  enseignée  à l'article  217  , à ramener 
l'intégration  de  cette  formule  à des  intégrations  plue 
simples.  ^ 

Soit  donc  dilférentiée  la  formule  ^ 
a;*(  a -f-  ix® + 

dans  laquelle  » et  A.  sont  des  constantes  indéterminées  } 
ce  qui , en  représentant  par  X le  polynôme  compris 
entre  parenthèses , donne 

= ex"”*  AcX^  + 

mais’  X'"=  (a+ix”. . X'""’, 

et  dX  = (màx”~^ . . . dx  ; 

donc  d.x*X^=[|aex*  *<Zx-f"è«)x^"^*’”'dx...- 

...+qtmAx9"*+*~’dx]X^“’;  . ' ^ 

et  réduisant  on  a 

d.x**X^-==at>x"  ’</xX^  ^-t-è(»^m\)x’'^~^*'‘~^dxX^~ 
'...+  <(•  ■4”  9mA)x^™”^*'~’<irX^~~* . . . .(170). 

Or , l’exposant  de  x dans  le  dernier  terme  de  cette 
équation  étant  le  plus  grand , nous  identiiïbrons  le  fac- 
teur variable  de  ce  terme  avec  la  dilFérentielle  poly- 
nôme proposée  (i6p),  ce  qui  nous  donnera  les  égalités 
( 

qm  + « — 1 = » et  a — is=p, 
d’où  « = n 4*  t — qm  et  A =p  -|-  1 . • 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (170),  isqlant 


Sao  intégration  des  EÔNCTldRR 
Je  dernier  terme , intégrant  et  représentant  par  A , B 
C. . . .Q  les  coelficiens  constans,  on  a 

• • t 

4- Cfx‘~‘”dxX’’  + üfoif^^dxXf . ..i. 

. . . -f- -f-  oonst. (171)  ; 

donc  le  polynôme  X étant  du  degré  qm , tn  représen» 
tant  la  plus  petite  puissance  de  a; l’intégration  de  la 
différentielle  polynôme  x*dxX<‘  dépendra  do  q inté- 
grations inférieures  , ce  qui  avait  déjà  été  remarqué. 
Mais  ce  qui  ne  l’a  pas  encore  été , du  moins  à ma  con- 
naissance , c’est  qu’on  peut  faire  dépendre  l’intégra- 
tion en  question  de  q intégrations  inférieures  à celles 
marquées  dans  la  formule  (171) , et  dont  là  plus  infé- 
rieure est  de  la  forme  ott  ne'  prenant  • 

pas  (q+r)  n.  En  effet , chacune  des  intégrales  de 
l*équation  (171)  considérée  particulièrement , dépend  , 
comme  la  principale , de  q intégrales  qui  lui  sont  infé- 
rieures , et  qui  par  conséquent  sont  inférieures  à celles 
qui  leur  correspondent  dans  l’équation  (171).  Par  , 
exemple , fx^'^dxXP  dépend  de  q intégrales  dont  le» 
q — 1 premières  sont  les  q — 1 .dernières  de  l’équation 
Ô71),  et  dont  la  dernière  est/à:''“t’’^‘J'“<irXi’.  De  même 
la  dernière  intégrale  dont  dépend  èelteyô.''’~t”’(fxX' est 

et  ainsi  de  suite.  Donc  on  pourra,  par  des  * 
substitutions. successives , parvenir  à une  valeur  de 
fx”dxXf  se  composant  de  q intégrale»  dont  la  der- 
nière sera  , et  pourra  par  conséquent 

Être  fdxXf  si  n est  multiple  de  m,  et  si  — > q , puis- 
. < m ^ if 

qu’alots  faisant  r = — — q , l’exposant  de  x dan»  le 
^ m , 

- dernier 


r 
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dernier  terme  intégral  s’évanouit.  Eclaircissons  ceci  par 
un  exemple. 

Soit  proposé  de  réduire  l’intégration  de  la  dilFéren- 
tielle  quadrinome 

aux  intégrations  des  trois  différentielles  quadrinomes 
où  les  exposans  de  x en  dehors  du  lien  de  la  puissance  ^ 
■oient  les  plus  petits  possibles.  * 

Nous  avons  dans  cet  exemple, 

■[n=  lo,  a=i,  b=i,  c=i,  d=\, 

7n=:2,  q=r3  et  p = (a).  ' 

Ainsi  représentant  toujours  par  X le  quadrinome  sous  le 
lien  de  la  puissance'^ , et  faisant  attention  que  — (=  au 

nombre  entier  5)  est  >■  q (=  3 ) , nOus  en  conclurons 
que  l’inté^ation  demandée  pourra  sé  réduire  à celles 
des  formules  , 

x^dxX*,  x'dxX*  et  dxX*.  • 

En  elfet , comparant  l’éc^ation  (171)  avec  celle  (170), 
on  voit  d’abord  que 

’ K 

a»(=77-f**  — mq')=5  et  A=i4-p=î, 
ïonc  < 

A—  * = ' ^^<“  + (<7— il 

. i4*  <*-f-q77i\  i4’ 

a)77iA_  8 TV  _•’+(?— 3)mA  _ 5 ^ 

- - ■ - • ■ — • Cl  # ;*/ 

^ 14  At-^qmêf  14 

Substituant  ces  valeurs  uumériques  de  A,  5 

' ai  ^ 


* 


f • 
1 : ' 

' ' 1 

f . • t . 

553a  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

dans  réquation  (171)  , on  a 

4 . 

13.  >4; 

r 10  7 y'  ' "iY»  n 7V«J».Y*  J -6J..Y* 

4 • « 

fx^^dxX  — -T^arA.  — -^jxaxjs.  — fjxajCiV 
1 

5 fxidxX' (i). 

* J 

4 

2. 

, Actuellement  toutes  les  constantes  de  x?dxK^  étant 

i •- 

2 

les  mêmes  que  celles  de  x'°dxX*,  excepté  n qui  sa 

réduit  de  10  à 8 , ce  qui  donne  • = 3 ; il  est  clair 

1 

— 

c 

♦ 

« .- 

• 

qu’on  aura  la  valeur  de  fx^dxX  en  diminuant  du 
nombre  a tous  les  dénominateurs  numériques  , ainsi 
que  les  numérateurs  des  coelbciens  des  intégrales  in- 
diquées , et  les  exposans  de  x dans  l’équation  (é)  , 
ce  qui  donnera 

» 

« <* 

fa^dxX*  = ^ x^X*  — ^ fa^dxlè  — ^ fx^dxlé 

- • 

— fx^dxX* (c).e 

. » 
/ 

Faisant  les  mêmes  réductions  sur  cette  dernière  équa- 
tion que  celles  opérées  sur  l’équation  (i)  pour  avoir 
celle  (c) , on  aura 

« 

■ 

« 

/x«dxX*  = .^  xX*  — fx^dxpC—  -i  fx^dxX^ 
_^/ÆcX* (d). 

• 

k 

Substituant  cette  valeur  de  fx^dxX"  dans  l’équation 
(c) , il  vient 

/x*dxX«  — xX*+  /xfdxX* 

& iz  f^dxX*  + i-,  fdxX^ (e).  ■ 

-t 

« 

& • 

* 

"■'-T 

b 

■ - 

y 

d’une  seule  variable.  3a3 

2. 

Enfin  substituant  la  valeur  de  yôr’JxX’*  Qéquat.  (e)],  et 

celle  de  /r®dxX*  t équat.  (d)]  dans  l’équation  (b) , on 
a pour  équation  finale  et  demandée 

fx'^dxX^  = - -°'^'768q  ■ 

^ *• 

4.^/WxX‘-ji^/dxX^+const.  ' 
a36.  La  dilFérentielle  trinôme 

! 

x'dx  ( a + èx™  + cx“”)J’ (172) 

dont  l’intégration  , d’après  ce  que  nous  avons  démontré 
plus  haut , dépend  généralement  de  celles  de  deux 
dilTérentielles  trinômes  inférieures , jouit  de  la  pro-  * 
priété  d’avoir  son  intégration  qui  ne  dépend  que  de 
celles  de  différentielles  binômes,  1°.  lorsque  n-^  1 
est  multiple  de  m;  en  effet , faisant  x’"=^  + J',  * 
tétant  une  quantité  constante  indéterminée  , ou  aura* 

» . 

S 2.  * 

x = (_y +/)"•,  x»=Cy-f-<^)“ 


et 


dx=^  + 


m 


Substituant  cee  valeurs  dans  la  proposée  (17a) , il  vient 


(j'+J')  ” (b  Z(o+b^+cS‘)+(b+2ci')y+cy^2’’> 

mais  puisque  i'  est  indéterminé , nous  pouvons  faire 
, V * 

b -f-  2cJ'  = O , d’où  J x= — ^ 

ac 

2’.,. 
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5a4  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS.’ 

ce  qui  réduit  la  transformée  précédente  à la  formule 

— - 1 

O'-rc)"  

qui , lorsque  est  un  nombre  entier  et  positif , 

donne  par  le  développement  du  facteur  qui  précède  (fy, 

un  nombre  de  différentiellés  bmomes  à intégrer, 

m 

2°.  La  différentielle  trinôme  (17a)  est  encore  inté- 
grable par  les  intégrations  de  différentielles  binômes 

lorsque ^ nombre  entier  et 

positif.  En  effet,  multipliant  et  divisant  la  formulii 
(17a)  p3r  x*"',  et  faisant  représen- 

tant une  constante  indéterminée , dn  a , toutes  réduc- 
tions faites,  la  transformée 

- —f  n-i-nip+i+m) 

_0±f5 dvKc+bJ'-f-ûJ*) 

7îl 

et  puisque  ^ est  indéterminé , on  pourra  faire 
O,  d’où  fss  — — , 

ce  qui  réduit  la  transformée  précédente  ù la  formule 

différentielle 

♦ 

-(y-i)  •"  " 

dont  lesdéveloppement  donnera  une  suite  de  différen- 
tielles binômes  algébriques  à intégrer  , pour  avoir  l’mte- 
grale  de  la  différentielle  trinôme  proposée. 
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CHAPITRE  II. 


"De  V intégration  des  fractions  différentielles 
rationnelles  et  algébriques. 

IV ocs  avons  fait  voir  dans  le  chapitre  précédent  qu’on 
peut  intégrer  tous  les  polynômes  algébriques , lorsque 
les  termes  de  ces  polynômes  sont  'sans  dénominateur  , 
ou  que  les  dénominateurs,  s’il  y en  a , sont  monomes; , 
mais  relativement  aux  fractions  düTérentielles  algé- 
briques rationnelles  ou  irrationnelles , dans  lesquelles 
les  dénominateurs  sont  des  polynômes  , nous  n’avons 
donné  des  méthodes  d’intégration  que  pour  des  cas 
particuliers.  Nous  allons  à pif|É|ont  examiner  les  cas 
généraux  d’intégration  , d’abora  des  fractions  dilFé- , 
xentielles  ratioimelles  algébriques  ce  qui  est  le  sujet 
de  ce  chapitre , et  ensuite  nous  examinerons  dans  le 
chapitre  suivant  l’intégration  des  fractions  différentielles 
irrationnelles. 

aSy.  Noua  avons  consacré  tout  le  chapitre  XVII  de 
notre  Algèbre  à.  provyer  , i®.  que  toute  quantité  frac- 
tionnaire et  algébrique  pouvait  être  réduite  à ne  plus 
contenir  que  des  entiers,  et  une  fraction  algébrique 
rationnelle  de  la  forme 


(Fx). 


.a' -i-b'x-^-c'x*. . . . 


(çx) a-f-bx-ir  cx‘ -f-rx* 

[ form.  (ao5)  de  rMgèbrgJ. 


(c> 
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SaS  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

a”.  Qu’on  pouvait  par  des  moyens  purement  algé- 
briques, dépécer  cette  fraction  en  d’autres  de  la  forme 

A 

( a -f-  Zur  )* 

(c 

(Qrs  \p 

'•*■—*+ ‘O 

en  représentant  par  n un  nombre  plus  grand  que  l’unité, 

S s 

afin  que  les  deux  racines  rx 1 — y i — n*  do 

^ n n 

trinôme  sous  le  lien  de  la  puissance  p fussent  imaginaires. 

Cela  posé,  considérant  i*.  que  la  première  fraction 
du  groupe  (i)  peut  être  écrite  sous  la  forme 

A _ . 


a®,  qu’on  peut  écrire  la  seconde  fractioif  du  même 
groupe  (b)  sous  la  forme  ^ ' 

' 

3*.  enfin  considérant  qu’on  peut  d’une  manière  plus 


t®]  Nont  omettons  la  fraction  partielle 


Ex+G 


p'x‘  — — X + <7* 

• FM 


que 


nous  avons  considerce  au  $ CCXLll  de  notre  AJghhre,  parce 
quVlle  n'est  qu’un  cas  paiticuHer  de  la  dernière  des  trois  fracliun4 
CD  (6)  J «n  faisant  Tcxposant  general  du  dénominateur  et» 
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Bâmple,  exprimer  que  le  trinôme  entre  parenthèses  du 
dénominateur  de  la  dernière  fraction  en  (è)  , est  le 
produit  de  deux  facteurs  imaginaires , en  lui  substi- 
tuant le  polynoAo  x*  + aqx  -f-  q*  + ”**  <1“*  ® l’avan- 
tage de  toujours  donner  deux  facteufs  imaginaires 
x~j»q±zm  v/—  1 , quel  que  soit  le  signe  de  q , ainsi 
que  les  valeurs  réelles  de  m et  de  q , nous  en  con- 
clurons que  Tintégration  des  fractions  dilférentielles 
algébriques  et  rationnelles , se  réduit  à l'intégration  des 
trois  fractions  dilférentielles  *. 


C75)..  > 

afdx  , 

(e+xy+* 

( X* -+■  flqx -f- q* -f- 77»*)'’ ^^77 J > 

abstraction  faite  des  facteurs  constans  , et  représentant 
par  k,  c,h  , P ttn  des  nombres  entiers  et  positifs. 

a38.  La  première  de  ces  tron  fractions  (lyS)  est 
dans'  l’un  des  cas  des  plus  simples  d’intégration  ; car 
faisant  a -f-  x=y , d’où  dxz=dy,  on  a la  transforméa 

^ dont  l'intégrale  est  — > . . si  ù > i , et 

est  (y  si  k — i (art.  ao5)  jdonc 

( / (a-f-x) const  JsiA=lJ 

23g.  Faisant  de  même  e-}-x=^,  d’où  dx=sdy,’ 
la  fraction  (176)  se  transforme  en  ceila 

r:-  . 
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dont  le  développement  donnera  un  nombre  c~f-t  dff 
fractions  dilFérentielles  algébriques  monomes  qu’on  sait 
intégrer  (art.  ao5).  Ainsi , substituan^dans  ces  c-f-  i 
intégrales  le  binôme  e-j-x  à la  place  de  , on  aura 
l’intégrale  demandée  de  la  fraction  (17G).  ' 

,340.  Enfin  pour  intégrer  la  fraction' (177)  , nous 
ferons  x ==y  — ef,  d’où  dx  = dy  , et  substituant  ces 
valeurs  dans  la  fraction  (177),  nous  aurons  celle 


(^y—gyp-ndy 


(P)> 


et  développant  le  numérateur  de  cette  fraction  , il 
viendra  un  nombre  ap  — i de  fractions  différen- 
tielles de  la  forme  ' ' ’ 


yp-‘dy 

(y + «»•)'’ 


m. 


laquelle  est  toujours  immédiatement  intégrable  ; car  * 
,si  i est  un  nombre  impair  , la  formule  (é)  est  dans' le 
troisième' cas  d’intégitation  immédiate  dont  nous  avons 
parlé  à l’article  2i3,  et  si  i est  un  nombre  pair,  la 
fraction  différentielle  (b)  est  immédiatement  intégrable 
soit  par  le  moyen  de  la  formule  (ififi)  [art.  s3i3.  si 
ï<op , soit  par  te  moyen  de  la  formule  (167)  [art.  u3aj 
si  i = ap  (*).  . ■ ^ ' 

Exemple.  Soit  supposé  guigne  des  fractions  par- 
tielles d’une  fraction  rationnelle  qu’on  a dépécée  ,"se 


‘ X'’dx  y 

trouve  être  r-— — — - — on  deijianâe  l’intésrale 
afe  cette  dernière  fraction  ^ 


(*)  Il  vaui  encore  mieiix  te  servir , dans  ce  dernier  cas , de  Is 
formule  (184)  que  nous  dcmouurerons  k l’article  a4a. 


•r 


■ ■$ 

a 


.si 


Digilized  by  Goo^lr 


d’üne  seüle  variable.  Saq 

■ Comparant  cette 'fraction,  partielle  avec  celle  (177)  » 
on  a ' 

’ p=a,  9=1,  ap— -n=3,*  9»+t»*  = 4, 

d’où  w = 1 > i 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ^a)  , on  a 1^ 
transformée 

fv-iWv 

(y  + 3T’'  ~ (y+3)‘  (ÿ  + 3)‘ 

. , 3y<(y dy 

(y +3)*  Cy^+s)*' 

L’intégrale  de  la  première  de  ces  quatre  fractions  est 

V^cy  + 3)  + I (art.  ai3 ) ; 
celle  de, la  seconde  est 
* Vgarc(tanB^, 

[éq.(i  65),  art.a3a]j  l’intégrale  de  la  troisième  fraction  est 
-JY3;^;:i)[W.(i4a),art.a.a]; 


enfin  celle  de  ■ 


est 


(y + 3)* 

T ï'p  =-0+ ^][éq4»67).art.33a]. 

Rassemblant  tontes  ces  intégrales  , et  mettant  à la 
place  de  ^ saivalminar.-}-  1 , oa  a , toutes  .réductions 
faites , . 

/*  x^dx  4 a;+i 

-f'4)“  ~ 3 .ù:»  +ax  + 4 

— gp72arc^tang=ï;^^+/  /x*+ax+4-f  const. 


Zoo  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

2^1  • Si  au  lieu  de  faire  correspondre  aux  Facteurs 
trinômes  de  (^jc)  tels  que  (x*-|-2(7x+q*-f-'n*)'’  dans  le 

dépècement  de  la  fraction  ( *urt.  237  ) , la* 

fractions  partielles 

H.c*y— ffcc Ix*>^dx 

(x*  + açx  + q’ + 

Kdx 

(x»  + aq.c  + q»+m‘)P* 


on  fait  correspondre  celles-ci 

(A-f  Bj)  dx  ( C -f  Dx)  dx 

(x*j^2qx  4-  7*  + (x*  + aqx4-q*-f-m'*y“î 

(Q-fRx)<fa; 

x“  -f-  aqx  -j-  m*  * 


ce  qui  évidemment  est  la  même  chose  , alors  toute 
la  difficulté  pour  intégrer  les  fractions  rationnelles  ^ 
se  réduira  à savoir  intégrer  la  fraction 

( A -f-Bx)  dx  . . 

■'  (x*  4-  aqx  + 7*  -f-  m*  y ' ’ ’ 

Soit  fait , comme  dans  l’article  précédent , 
d’où  dx  = dy,  ce  qui  donnera  la  transformée 

_ _i_  (A— Bq)dy 

cy*4-  (r4-»«’)'’ 

Or , P étant  par  hypothèse  un  nombre  entier  et  po- 
sitif = 1 , on  > 1 , on  aura  dans  le  premier  de  ce* 
deux  cas  , l’intégrale  de  la  première  fraction  en  (a) 
qui  sera 

? / (y  -f  m*  ) téquat.  (i43) , art,  ain] 
f t la  seconde  fraction  en  (a)  aura  pour  intégrale 
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^ arc  ^tang  = éqnat.  (i 35) , art.  ao6  ] ; 
ainii  remettant  la  valeur  àeyz=x-j-q , on  a 

■ +^*™('“5  = ^0 

Dans  le  cas  de  p ^ i , l'intégrale  de  la  première  frac* 
tion  en  -(o)  est  évidemment  ' ^ 

Quant  à l’intégrale  de  la  seconde  fraction  en  (a)  , elle 
pourrait  être  donnée  de  suite  par  l’équation  (167) 
(art.  a3a)j  et  y substituant  la  valeur  de  y =zx-\-q  ^ 
on  aurait  conjointement  avec  l’intégrale  (b) , celle  de  la 
fraction  (179).  Mais  à cause  que  la  formule  (167)  est  à 
double  série , nous  allons  chercher  une  intégrale  plus 
simple  delà  fraction  (179),  ce  qui  nous  procurera  de 
plus  l’avantage  de  beaucoup  simplifier  l’intégrale  (167). 

a4a.  Soit  * 

/•  (A-{-Bx)cîx  e»x 

(x*  -f-  aqx  + q’  + m*)'’  (x*  -f-  aqx  -f-  q“  + 

"*■  /(x*  + aqx  + q‘+  m‘y~' ’ 

, t>  et  A représentant  des  quantités  indéterminées. 
DiiTérentiant  cette  équation  (a) , il  vient  celle 

(A-1-Bx)dx  (i-f  A)rfx 

(x*  -f- aqx -1- q*  + 771*  )'*  (x’-f-aqx-f-q*-(-m*)l^*  v 

) ( ax  -f-  aq  ) dx  , 

' (x"-f-  aqx  + q"  + 
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Faisant  disparaître  les  dénominateurs  , passant  tous  le» 
termes  dans  un  seul  membre , et  orifonnant  par  rapport 
à a: , on  aura  une  équation  du  second  degré  qui , devant  * 
avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  x , ne  pourra 
généralement  être  satisfaite  qu’en  faisant  chacun  des 
trois  coelHciens  constans  égal  à zéro  ; ce  qui  donnera 
trois  équations  du  premier  degré  entre  • , ^ et  a,  d’où 
l’on  conclura , par  le  moyen  des  règles  de  l’élimination, 
les  trois  équations  ^ « 


9 


A — Bq  j_  A — B (m*4-(y*) 
a (/> — a(p — 1)771* 

(gp  — ^)(g— B?) 

2(p—  l)77l*  * 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (a)  , il  vient 
celle 


fl 


(A+Bx)  dx 


A — B (771* -f-q*)  + (A — Bq)  x 

(x*-t-2qx-+-q*-t-77i“)'’  2(p — 1)  77i“(x*-+-2qx-+-q*-t-77i‘)<*"* 

(3p-5)(A— Bq)  r dx g 

a(p — 1)77»*  J (x'+aqx-f-q’+TTi*)'"’*" 


Mettant  successivement  p — 1 , p — 2 1 à la  place 

de  p dans  l’équation  précédente  , il  est  clair  qu’on  aura 
une  suite  d’équations  qui  auront  chacune  pour  premier 
terme , le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  l’équa- 
tion qui  précède  immédiatement  ; donc  par  des  substi- 
tutions continues , on  parviendra  à une  équation  dont 
le  premier  membre  sera  le  même  que  celui  de  l’équa- 
tion (181),  et  n’aura  dans  le  second  membre  de  terme 
affecté  d’un  facteur  intégral , que  le  dernier  qui  sera 
multiplié  par 


; 
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Ainsi,  d’après  tous  ces  calculs,  et  faisant  pour  simplifier, 
X =:  ac*  393?  +9*  ■+•  03  aura 

r (A+Bx)dr —B  A— Bq  f . , . 

J •{3^+»qx-^-<f+'m‘)f  3(p-i)X'^‘  ' 

r Ji , ap^5  (ap— 3)(3p— ÿ)- 

Lx<’-‘  a(p— a)m‘XP-*  a*(p— a)(p— 5)m+XP-‘"" 


(ap — 3)(ap — 5) ....  3 . 1 

FôxJ 


I y-r  ~/v"r  -y  - 

■ * !jP-*  (|p — a)(p — 3) a . 1 . 


(ap — 3)(ap — 5). . .3.  i 


+ consr (i8a). 

faisant  9 = o,  on  a 


_x+9 


771 


)} 


,+Bx)<ir —B 


8(p— 1) 


C 


aCp— 0C^+3x‘)^‘  _ 

I , gp— 5 / 


— 4" 


■ (gp— 3)(ap-5) 

■+■  a*(  P — a)(p — 3) 

(ap — 3)(ap — 5) 3. 1 


5iP~*  (p — a)(p — 3) ...  a.  1 . 

/ a- 

V"s=s. 

-f-  const. (i83) 


a 


(ap— 5)(ap— 5)....3.i 
^aP“*(p — a)  (p  — 3). . .a.  im“P"^ 


Enfin  si  l'on  fait  B = o et  A=i,  cette  dernière  . 
formule  se  réduit  à celle 
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fl 


integratioh  des  fonctions 

dx  X r~  1 


{x^-i-m^y  a (/>— i)m“  C(-ï^  + * 

ap— 5 . (ap—SXap— 5) 


+ 


(ap — 3)(ip — 5)  ....3.1 


+ 


.+ 


ai^'  (p— a)(/j — 3) . . .a . 1 . 
(ap — 3)(ap — 5). . . .3.  i 


; arc 


(tang=^) 


a'’~*(p-i)(p-a)(p-3) .. . .3. 1 

+ const (184) 

qui  est  beaucoup  plus  simple  que  la  formule  (167) 
[art.  a3a3, puisque  celle  (184)  ne  contient  qu’une  série, 
et  que  la  formule  (1G7)  en  contient  deux. 

Nous  remarquerons  en  passant , que  de  la  simplifi- 
cation de  cette  intégrale , il  en  résulte  aussi  la  sim- 
plification de  l'intégrale  de  la  fraction  diiférentielle 
(177),  puisque  nécessairement  dans  le  développement 
du  numérateur  (_y  — qyf~’'dy  de  la  transformée  (a) 
[art.  a4o  ] , il  entre  le  terme  qdy.  * 

343.  Si  la  différentielle  binôme 

x*dx  ' . 

(x^dtay 

que  nous  considérons  dans  ce  moment  comme  une 
fraction  différentielle  rationnelle  ( puisque  dans  tout  ce 
chapitre  noos  supposons  que  p repréeente  un  nombre 
entier  et  positif  ) n’est  dans  aucun  des  cas  d'intégration 
considérés  dans  le  chapitre  précédent  ; alors  faisant 
axzb”'  pour  éviter  les  signes  radicaux  dans  le  calcul, 
on  aura  à intégrer  la  fraction  rationnelle 

x”dx  . 

; . ~ ^ 

dans  laquelle  toi»  les  exposans  sont  des  nombres  entiers 


I 
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tt  positifs.  Or  l’analyse  donne  des  moyens  sûrs  et  très- 
simples  pour  décomposer  le  binôme  af":iza”  en  ses 
facteurs  du  premier  degré , et  facteurs  du  second  degré 
recélant  les  facteurs  imaginaires  du  premier  degré 
( voyez  la  note  I du  Calcul  intégral) , au  lieu  que  pour 
les  po1}momes  de  plus  de  deux  termes , l'analyse  n’est 
pas  encore  parvenue  à les  décomposer  généralement  en 
facteurs  du  premier  degré , et  du  second  degré  recé- 
lant les  imaginaires.  Ainsi  l'intégration  de  la  fraction 
différentielle  (a)  peut  toujours  s’eSectuer  complète- 
ment , sans  être  arrêté  par  les  barrières  insurmontables 
qu’offre  la  résolution  générale  des  équations  littérales 
des  degrés  supérieurs.  Cette  intégration  s’opérera  même 
très-aisément  lorsqu’on  aura  p = i , puisqu’ alors  le 
dépècement  de  la  fraction  proposée  sera  beaucoup  plus 
•impie,  et  que  l’on  n’aura  qu’à  intégrer  des  fractions 
( A -+>•  Bx  ) <ir 


, , . A'dx 
de  la  tonne  — 7 — et 


dont  nous 


X ± c X*  -f-  aqx  -f-  q*  -j-  m* 
avons  donné’  les  intégrales  [art.  a38 , seconde  équa- 
tion du  groupe  (178),  et  art.  a4a,  éqnat.  (18a)].  Mais 
si  P ^ 1 , et  surtout  si  cet  exposant  est  un  nombre  un 
peu  grand , le  calcul  que  nous  avons  indiqué  précé- 
demment , seraitd’une  longueur  extrême.  Nous  allons, 
dans  l’article  suivant , rendre  le  calcul , Iqxsque  l’expo- 
sant P est  beaucoup  plus  grand  que  l’unité  , presque 
aussi  simple  que  si  l’on  avait p=  1 . 

xf 

a44.  Différeatiant  la  fraction  ■; : — =-r:  > on 


( a -f-  X""  )» 


aura 


xf 


fxf~'dx  mqxf'*^~'dx 

■ (a-fx^)>  ~ (a-(-x!")r  (a-f-x'")»^-'  ‘ 


Transposant,  divisant  par  mq  et  intégrant,  il  vient 


ij_  r xf-"'dx  ■ , 

J m/1  / * x^y,* 
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/'xf'*‘”~'dx  xf  f r xf'^'dx  ■ 

Faisant  f+m — i = n et  q+iz=p,  d’où  /?=:n-}-i — m 
etq  = p — 1,  on  aura 

/‘  x"dx  

(_a+x^y  m{p — i) 

, n — m+i  Z'  x''~”'dx 
; m (p— 0 y (a  + X'"))’-» 

Substituant  successivement  n — m , ;» — am,  n—3m.  , . .■ 

n-^p — i)  m et  p — i , p — a.,  p — 3 i à la  place  des 

quantités  respectives  n et  p dans  l’équation  précédente 
(é) , on  aura  une  suite  d’équations  qui  auront  chacune 
pour  premier  membre  le  facteur  intégral  du  dernier 
terme  de  l’équation  qui  la  précède  immédiatement  : 
donc  par  des  substitutions  continues , et  moyennant 
quelques  petites  simpliiications  fort  aisées  à apercevoir, 
on  aura  la  formule  suivante 


' m (p — a)  J 


/•  sd'dx  

(a-f-x“y  m (p— i)  ( a-f-a:”y'~‘  • 
n — m+i  I (” — m+i)(n — am+i)(a4-®”)* 

' m (p — a)  JC"*  m*  (p — a)  ( p — 3) x*“ 

(n — m+t)  (n  — am-f-i)  (n — 3ni-{-i) 

( p— 2)  (!  p-^)  (p— 4) 

^(«-m-M)(n-am-*-i). . .[«-(p-a)/n-+-i](a-t-x'")'’"“i 

, Tnf'^i.a.S (p— a)  xti”— =*>  J 

( n— m+i  ) (n— am+i  ) l^n  — (p — t)m+i]] 

1 .a.3 (p — 1 ) 

rx”+"*~»”"dx  , , 

“-rrzsT— + const (i85). 


Dans  le  cas  où  pm  serait  d’une  quantité  que 

je 


àc  Vu 


r.. 


b’^E  SEULE  TARIÀBLE;  §3/ 

j«  représente  par  q , c’est-à-dire , si  le  facteur  intégral 

était  / — ; — T — -TT,  il  faudrait  faire  a;=  - , et  on 

y‘ 

aurait  la  transformée  dont  l’intégration 

n’éprouverait  pluslde  dilRcultés. 

Exemple.  Intémr  -, r— ra«. 

s (oToT+xÔ® 

Comparant  ideoMfement  cette  proposée  avecla  for- 

, j^dx  ^ 

mule  : — , on  a 

(c-f-ar"*)?’  ; • 

n=i8j,  a = o,oi,  m=z/(  et  p^6; 

V -4 

donc  # 

dx 


a-f-x^ 


’x*  (OjUl+Jf*)* 


Faisan|  ^~ÿ  » vieijt  la  transformée 


“]-_  loofiiv 

inr  1 

Lioo-hy*j  L-^ 

_y+-f-iooJ 

dont  l’intégrale  est 


— tooy  -f-  10060 


fr 


Al 


r JOO 

or,  les  deux  facteurs  du  second  degré  de + 100/ 
sont  j'*±: av/5j'-f- 10  [^form.  (n),  note  i j;  donc 


faisant 


(y  4-  a^^S^ï^llo)  (j?  — aVr^yN-  »o) 
(AA-Bpdy  (C‘-|-Dy)dy  ‘ 

y"^ a^5y  ^ y’^-*-zy'5y+  10’ 
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chassant  les  dénominateurs  et  déterminant  à l’ordinaira 
les  valeurs  des  constantes  indéterminées  A , B , etc. , 
il  vient  • 


A — — * B=— C = — , D: 
401/5*  30*. 


4o\/5* 


«lue* 

y,y.+.00  “Lj  >#757+73 

AziÈà^'l 

Comparant  les  coefTiciens  des  deux  facteurs  ^*±:  2 l/5j/ 
-f- 10  avec  ceux  de  aqx q*  + m%  ce  qui  donne 
qz=.±  V/5  et  m=  > ensuite  faisant  A = 1 , et  suc- 

cessivrmentB=^^et  = — , la  fûrmule^(i8o), 

[art.  241] , donne  ‘ ^ , * 

^ (y»±ai/5y  -h  10) 

y*i:2V/5y^+-io  4V^5 

1 - / y ± 1/5^ 

donc 

r ^y-  ^ r i\  y^E^S±ik~\ 
Jy+ioo  ~ 401/5  L Y >*— ai^5y  + ioJ 

. +"® 

, . — ■'  ' ■ "W * 

[♦]  Ceux  qui  suiTront^,c«  calcul , feront  attention  que  généra» 
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Actuellement  mettMt  la  valeur  - de  , et  substituant' 

dansda  formule  (i85)  les  valeurs  respectives  i8;  o,oi  - 
6;  4 de  n,  a,  p,  m,  ona  . ’ * 

r,  i5(o,oi+.r4) 

«/ (o,oi-t-nr*)®  au(o,oi-f  x')L  4-4-J^ 

,^5.u  (o,oi4-j4)»  15.11.7  (o.oi4-x<)5  * 


l5.U  .yr.3(o,01+JC*y 
4*. 4.3721^ 


,1 5. 11.7^3.1.50 
J . 4"  J -a. 3. 4.5 


ce  qui  est  l'intégrale  demandée. 

Si  l’on  avait  employé  pour  obtenir  cette  intégrale 
la  méthode  ordinaire  indiquée  dans  l’article  précédent' 

il  aurait  fallu  dépecer  la  proposée"* 


arc  (lang  = a ) d:  arc  ( tang  — 6)  = arc  f tans  = -g-^  * > 

ir  ir  ■ ' ' ^ 1 

m eSct,  foK 

^ , a:  = arc  (tang  :=  a)  e*  y — arc  ( tang  =. i.)  , - 
'*a  = tangx  et  iftclangy, 


donc  X tt;  ' 


arc  ( uqjg  =a ) ± arc  ( tang  = i ) = arc  QaBS=  ^ 


•é 
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douze  fractions  doubles  de  la  forme  ^ 

( B J ) dj  ^ ^ 

( X*  4*  aqx  4-  <?“  + ’ 

et  par  conséquent  déterminer  lee  valeurs  de  s4  cons- 
tantes A,  B ; ensuite  intégrer  dix  de  ces  équa- 

tions par  le  moyen  de  la  formule  (18a)  ^art.  , et 
int4|rer  les  deux  autres  par  le  moyen  de  la  formule 
(180)  [ art.  a4r3.  Ainsi , que  de  longueurs  on  s’épargne 
dans  le  calcul , en  se  servant  de  la  méthode  que  nous 
venons  de  développer  ! 4-  * 

245.  Examinons  tnaintenant  ce  qui  est  le  plus  avan- 
tageux au  calculateur,  ou  de  faire  correspondre  aux 
facteurs  (x'-J-üqx+q'+m*)!’  du  dénominateur  de  la 
fraction  qu’on  veut  intégrer , les  fracti^s  partielles  * 

(x^+âqx+q’^+m’ty  (x*-f-etc.y  ^ 

B numérateurs  monomes  , on  de  faire  correspondre 
aux  facteurs  en  question  les  fractions  à numérateurs 
binômes  ^ < 

r A 4-  Bxjjr  (C+Dx)dx 

■ (x^-+-2<7X-f9’‘-}-m‘)^  ^ (x^-f-etc.y  ‘ .. 

Pour  décider  cette  question , nous  observerons  , i“.  que 
l’un  comme  l’autre  de  ces  dépécemens  exigent  seule- 
ment qu'on  détermine  ap  constantes  indéterminées 
A B etc.  ; 2®.  que  par  le  premier  dépècement , cha- 

w # ^ ■ I,  djc 

cune  des  ap  fractions  defa  forme 

éicige  vu  sa  transformation  en  l’équation  (a)[art.  240] , 
J’iüétgration  de  a fractiôns  de  la  forme  de  celle  (J)  ^ 
fart  a4o3.  On  aura  donc  à intégrer  un  nombre  de 
Actions  différentielles  égal  à la  somme  des  termes  de 

« 


« 


b’üne  seule  variable. 
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la  progression  par  dilTérence  7 1 .2.3. . . .ap,  c’est-à- 
dire  égal  au  nombre  p (ap  -|-  1).  Mais , abstraction  faite 
des  constantes  qui  multiplient  les  dÜTérentielles  , il  est 
évident  que  les  2p — 1 dilTérentielles  qui  proviendront  du 

développement  de  la  transformée  seront 

. (a;“-l-*tc.)r 

égales  aux  ap  — 1 dernières  différentielles  provenant  • 

du  développement  de  la  transformée  de 

qu’enEn  , généralement , les  ap — A-f-i  dilTérentielles 
provenant  du  développement  de  la  transformée  de 
Rx^f’~''dx 

(Æ*-f-etc  y constantes  près,  égales  aux 

ap — A-f-i  dernières  différentielles  du  développement  de 

1 r - J 1 t.  - . Ax’^~'dx 

la  transformée  de  la  première  fraction  ^ : — . 

^ (x’‘+etc.y 

Ainsi,  à proprement  dire  , il  n’y  aura  que  ap  fractions 

différentielles  de  la  forme  (b)  ^ art.  240'  3 à intégrer.  - 

3®.  Nous  observerons  enfin  que  la  décomposition  en 
fractions  différentielles  à numérateurs  binômes  , donne 
P fractions  différentielles  qui  s’intégrent  directement 
parle  moyen  de  l’une  des  deux  formules  (180)  et  (182) 
[]àrt.  34»  et  a4a3-  Ainsi,  considérant  que  par  cette  • 
dernière  métbodè  on  évite_  des  transformations , déve- 
loppemens,  et  qu’on  a la  moitié  moins  de  •formules 
différentielles  à intégrer , que  par  la  première,  nous 
en  conclurons  que  la  méthode  enseignée  aux  articles 
a^i  et  a4a  > est  de  beaucoup  préférable  à celle  de  l’ar- 
ticle a4o , en  tant  du  moins^’ily  a plusieurs  facteurs 
• au  dénominateur  de  la  proposée;  car  si  cette  dernière 

était  sous  la  forme  -t-t-; . A',  B'.  C . . . 

4tant  des  coefficiens  déterminés,  il  vaudrait  mieux  se 
servir  de  la  méthode  de  l’article  a4oquede  eelj^e  des 
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articles  a^r  et  a4a,  afin  de  ne  pas  avoir  à ciéterminer 
^ des  coefficiens  indéterminés  A , B , etc. 

34s.  Puisque  l’intégration  d’une  fraction  dilTérentielIe 
rationnelle  quelconque  ne  peut  dépendre  que  de  celle 
des  fractions  (175),  (17G)  et  (177)  [*]  , et  que  les 
. intégrales  de  ces  dernières  fractions  différentielles  ne 
peuvent  contenir  d’autres  quantités  transcendantes  que 
des  logarithmes  ou  des  arcs  de  cercle  , nous  conclurons 
que  toutes  les  fractions  différentielles  rationnelles  pos- 
sibles sont  exactement  intégrables,  et  que  leurs  inté- 
grales sont  algébriques , ou  seulement  transcendantes 
-par  les  logarithmes  ou  par  les  arcs  de  cercle  , et  même 
.par  une  seule  de  ces  deux  espèces  de  transcendantes , 
car  chacune  d’elles  peut  ,.dans  l’intégration  ,se  change^ 
en  l’autre.  En  effet. 


d.  arc  ( tang  — y") 

é' 


.»+y 


-[^équat.  (31)  , art.  i6]] 


-fÔL 


dy 


donc 

f—%- 

® aj  i+yÿ — i a J i—yy^ — i 


Pourdéterminer  la  conHante , nous  remarquerons  que 


fraclion' A BtiinèMteor  binôme  (179)  étant  séparée  en 
denx  fractions  A niunérati.ars  monomes , chaeune  des  deux  fractiofs 
résultantes  n’est  qu’un,  cas  particulier  de  celle  (177),  en  faisant  suc- 
ccÿivémcQt  dans  cette  dernièce  n = ap  et  n = ap  — 1. 


« 


Digi:  . 


«’ONE  SEULE  VARIABLE^  345 

«rc  ( tang  T=y  ) = o lorsque  ^ = o , donc  const  = o ; 
ainsi  on  a complètement 

Réciproquement,  soit  A 


i+^y/— 1 


-yV- 


^ , d’où  y = 


X — 1 


(ï+OV— 1 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente 
(i86) , on  a 


Ix 


donc 


/$^=fc==V'->  “e(“»S  =(î|ôi^)"C'87) 

♦ ^ 

sans  constante;  car  loi||PPb  a:=  i , on  a /x  = o , et 
l’arc  , ayant  alors  zéro  pour  tangente,  s’évanouit. 

s47-  L’intégration  des  fractions  dilTérentielles  ra- 
tionnelles ne  dépendant  que  des  logarithmes  d’une 
fonction  de  la  variable  , ou  des  arcs  de  cercle  dont. la 
tangente  est  une  fonction  de  la  variable  ; il  s’ensuit  que 
nous  avons  prouvé  dans  l’article  précédent  , que  les 
intégrales  des  fractions  dilTérentielles  rationnelles  qui 
ne  sdht  pas  entièrement  algébriques , peuvent  ne  fren- 
fermer  qu’une  seule  de  ces  deux  espèces  de  transcen- 
dantes. M|  is  dès  que  nous  avons  commencé  à parler  de 
ces  conversions  d’arcs  de  ,cercle  en  logarithmes  ^s 
fonctions  des  tangentes  de  ces  arcs,  et  réciproquement, 
nous  allons  dans  cet  article  faire  voir  rpi’il  existe  tjles 
Splations  analogues  entre  )es  arcs  de  cercle  et  les  lo- 
garithmes des  sinus  et  ’cosinut  de  ces  arcs , et  réai- 


# 


m 
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.proquement.  En  effet , on  déniontre  dans  tous  les  traité» 
élémentaires  de  Trigonométrie , que  a représentant  un 
arc  de  cercle , on  a 


sin  tf 


et  cos  a = 


* a{/ — I ^ 


(O) 


ae 


V-i 


.(i). 


( voyez  la  Géométrie  de  Legendre  , page  35S) 

Cela  posé , soit  x=  sin  ai , alors  l'équation  (a)  nous 
donnera  celle 

aoilZ-i  .J  ®l/-i 
e ' — 1 e ^ — > » 

à laquelle  ajoutant  l’équation  identique  )• 

( J v/— • 

et  prenant  la  racine  qname  des  deux  membres  de 


[*]  Ces  deux  équations  peuvent  se  déduire  aisément  de  celle 
(186),  puisqu’en  faisant  1»  :=  arc  (tang=jr),  d’où  j-s=  taog  • , 
l’équation  (18S)  donne  celle 

••  / 1 , Pcos  « sin  m \/—  tT 

♦ •y—t  = -l\ : [, 

a l_cos  a -1“  sin  a y—  1 J 

et  |anltipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  nnine'ratenr , 
on  a , 

a t = f ( eos  a -+•  sin  a y—  i ) , 

inc  prenant  anccessivempn^  a positif  et  négatif  ,8iet  pauant  des 
aniltés  logarithmiques  aux  exponentielles , on  a 

a y — 1 . — a iJ — 1 

e =cos  a-t-sm  a y—i  et  e =ccos  a •—  sin  a v'' 

de  la  première  de  ces  deux  équations  soustrayant  la  s'econdi 
a celle  (a)  j et  les  ajoutant,  il  vient  l’équation  (é). 


t 


m 
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!a  somme  , il  vient  • 

/ ^ * — X \/ — i = v/i  — 

e“  ==a;\/  — i+V^i  — x*. 


345 


ou 

d’où 


' V/— *1  = ^ [je  V/—  1 +.  V^i  — ^“3  ■>  - 


mais  a — arc  (^in  = x ) ; donc  nous  rappelant  de 
l’équation  (i34)t art.  20S3,  nous  trouverons 


.(i88). 


C- — ■ ■■  = arc  (sin=  x ) 

J — 

= ]/—i+  — 

De  même,  soit  s—  cos  a>;  alors  l’équation  (b')  nous 
^nnera  celle  ' * 

t-  el/-l 

e -—axe  ' =—  1 , 

41 

à laquelle  ajoutant  l’identique 

x*=  — (X  v/— 1)», 

et  prenant  la  racine  quarrée  des  deux  membres  , 'il 
viendra 

e*V^"*  — x—  V/—  1 

.d’où  « . 1 = 2^x+ V^-— » V^i  — x*3i  ‘ 

rnais^ 

r dx 

a)  =arc(cos=:x)=—  / r-  ' 'jx—  C®?-  (ao), art.  i63; 
J y \ — X* 

donc  nAipliant  les  deux  membres  de  l’équation  pré- 
cédente par  y-—  1 , on  aura 


/ 
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r dx  , 

I — - — = — arc  f CO8  = X) 

J I •— X* 

= /ZI7Z[a;+  v/C— (189). 

.(Voyez  la  note  III.)  ^ 

Réciproquement  à l’équation  (188)  , soit  fait 

y = x v/ — 1 + d’où  X = ^ _i  , 

et  substituant  cettff  râleur  dans  l’équation  (188),  on 
aura 

J^^=ly=  /ITT  arc  ^sin  = ^?yrf~Ûy 

De  même  pour  l'in«erse  de  l’équation  (189)  , soit  fmt 

y = x+  V'  — 1 •".**»  ‘i’où  X *. 

Substituant  cette  râleur  de  x dans  l’équation  (189) , 
en  a , 

/*y  = (y=  ('9*)* 

An  reste  ces  deux  dernières  équatipns  (190)  et  (191) 
peurent  réciproquement  se  déduire  directement  l’une 
de  l’autre  d’apr^  la  t^lation  connue, deS  sinus  et  co~ 
sinus  d’un  même  arc  de  cercle^ar  soit  a l’arc  qui  se 
troure  dans  l’équation  (190)  , aBui  donne 

_ y/ay»  — y»  — 1 

V'  ’ « r ‘ 


sm  A : 


d’où 


cos  A 


\/y-f3y*+i  : 

ay  fljr  ' 


DIgillzt 


donc 


arc 


D’une  seule  variable. 
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/ y+  ^ • 

l^cos  = ~ ây  y ~ \®‘”  ■ 


ay 


équation  de  wlation  qui  donne  tout  de  suite  l’une  de» 
deux  équations  (190)  et  (191)  parle  moyen  de  l’autre. 


CHAPITRE  III. 


De  V intégration  des  Jonctions  .différentielles 
irrationnelles  0 algébriques. 

348.  I^Sprésentant  par  F'x  une  fonction  ration- 
nelle et  algébrique  de  x j par  n et  q deux  nombri^ 
.entiers  et  positifs  ; enfin  représentant  par  A ,.B , C. . . 
P des  quantités  constantes , et  abstraction  faite  de  leur» 
..signes , excepté  de  la  première  A , la  fonction  différen- 
tielle et  irrationnelle 

H4.I  ' 

F'xdx(±:Aa:»-f*Bx»-'+(ic»-^...-i(jP^  (192) 

pourra  toujours  se  ramener  à la  forme  . 

Partir 

,V:tA  +p)  '■ 

•% 

dans  laquelle  Fr  est  encore  une  fonction  rationnelle  de 
X,  et  a,  b.... P sont  de»  quantités  entières , abstraction 
faite  des  signes  qui  les  affectent.  En  effet , moltipliant 
et  divisant  la  formule  (192)  pkr  y/ (Aari-j-Br ' . . .-f-P) , 
on  aura  une  fraction  différentielle  dont  le  dénomina- 
teur sera  cette  dernière  quantité  radicale  qu’on  petit 


•,(>83), 
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mettre  sous  la  forme 


^ 


ou  V^dt  A \/(x«+ axî“‘. . . .Jj-p)  , * 

et  dont  le  numérateur  sera  dx  multiplié  par  la  frac- 
tion rationnelle 


F'x  ( ± Ax» -f- Bx»-' . . . . + P )"+’ 

que  nous  avons  représentée  par  Fi.  Ainsi  l’intégration 
de  la  formule  (iga)  pourra  se  ramener  à celle  de 
la  formule  (ig3)  , dans  laquelle  , pour  plus  de  sinipli- 
eité  , nous  mettrons  le  facteur  constant  y'  A du  dé- 
nominateur à part.  ^ 

Si  F'x  était  un  polynôme  algébrique  ordonné  ‘par* 
rapport  aux  puissances  entières  et  positiYe|||de  x , il 
est  clair  que  Fx  serait  aussi  un  polynôme  ae  même 
espèce , et  alors  si  n = o ou  o,  l’intégration  directe 
de  la  formule  (iga)  pour  le  premier  cas,  ou  de  la 
transformée  (ig3)  de  (iga)  pour  le  second  cas,  se 
réduirait  à une  suite  d'intégrations  de  formules  diffé-* 
rentielles  telles  que  celle 

■+•  i- 

x’‘dx(x^+aa^~'+bxf~‘. . . .-i-p) 

qui  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  la  formule 
générale  que  nous  avons  traitée  à l’article  a35 , et  où 
nous  avons  seulement  fait  voir  comment  on  peut  ra- 
mener l’intégration  des  formules  telles  que  celle  («), 
à q intégrations  inférieures  à celle  marquée  par  1 ex- 
posant n dans  la  formule  (a),  et  dont  la  moindre 
serait  l’intégration  de  ’ 

di:- 

x"-<-'dx  ( I»:. . *,  ' 

•i  ne  prenant  pas  q r'^a.  ♦ 
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Mais  actuellement , d’après  la  théorie  développée 
dans  le  chapitre  précédent , nous  pouvons  aspirer  à 
quelque  chose  de  plus  satisfaisant , en  cherchant  dans 
l’analyse  algébrique , des  moyens  de  transformer  les 
fonctions  différentielles  irrationnelles  proposées  en  des 
fonctions  différentielles  rationnelles  ; cependant  nos 
recherches  sur  cet  objet  no  donneront  malheureuse- 
ment des  résultats  s’atisfaisans  que  dans  un  très-petit 
nombre  de  cas. 

249.  Si  nous  faisons  q = a , alors  la  formule  (a)  de 
l’article  précédent  est  de  la  forme  de  celle  (lyu),  en 
faisant  dans  icette  dernière  m = 1 tt  p = ±.  ainsi  la 
méthode  enseignée  à l’article  a36  donnerait  l’intégrale 
de  la  fonction  proposée  ..puisqu’on  aurait  seulement 
à intégrer  des  différentielles  binômes , telles  que 

y"dyia±iy^  * 

qui  sont  toujours  exactement  intégrables  soit  que  a 
représente  un  nombre  positif  impair  ( art.  ai3)  , ou 
que  cette  même  lettre  représente  un  nombre  positif 
pair  (art.  aao  et  a53).* 

Mais  on  peut  s’y  prendre  auti'ement  pour  obtenir^ 
l’intégrale  demandée,  en  s’appuyant  sur  le  principe 
énoncé  ci-dessus  ; que  toute  fraction  différentielle  irra- 
tionnelle qui  pourra  se  traasformer  en  Une  fraction 
différentielle  rationnelle,  est  exactement  intégrable.  En 
effet , soit  la  fraction  différentielle 

x"dx  f ' r\ 

V^Ca^-f-ox-f.  b-) , 

Faisons  ax-f-  h)  = X -\-y  , 

d'où  on  tire 

yx£—mxdt.  ^ X*  -f-  qx  -f-  ù et  x = ^ * 


# 
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Cette  dernière  équation  étant  différentiée , donne 

C.y*— ay  4-&) 

— a)* 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée  , on  a la 
fraction  rationnelle  . 

— dy 



qui  est  très-aisée  à intégrer. 

t • 

aSo.  L’intégration  de  la  formule  » 
dx 

\/[  è + ox  — ar“  3 ' 

pourrait  aisément  se  ramener  à celle  de 

l/(  X*  — - ox  — i") 

en  décomposant  le  dénominateur  de  la  fraction  (igG) 
en  deux  facteurs , dont  l’un  est  — i et  l’autre  le 
dénominateur  de  la  ffaction  (i)  , et  alors  cette  inté- 
gration rentrerait  dans  le  cas  que  nous  venons  de  traiter. 
Mais  il  est  plus  simple  de  mettre  tout  de  suite  la  frac- 
tion (a)  sous  la  forme 

à(^x  — \a) 

' .. 

ce  qui  n’altère  pas  du.  tout  la  proposée,  puisque 
— To)  = </x,et  que  nous  n’avons  introduit  sous 
le  radical  du  dénominateur  qi#  la  quantité  nulle 
ï û*  — T a*-  Or ,,  sous  cette  forme , comparant  la  frac- 
tioft  (c)  avec  la  quantité  sous  le  signN? d’intégration  / 


* 


d’üne  seule  varïasle;  35i 

dans  l’équation  (i34)  Cart.  ao6]  , on  a tout  de  suit» 

/“  dscv  / . àx  — O \ 

V/Ci  + nx-x»)  V““T>v/(a*  + 4Ay 

-f-  COBSt (>96). 

» ’ * 

SI  ^on  voulait  que  l’intégrale  s’évanouît  lorsqu» 
X = O , on  aurait  ■ 

• const  = arc  (sin  = = 

mais  on  a généralement 

arc  ( sin  = A)  i:  arc^sin  = B ) I 

= àrc(sin=A  V^i— B*±  B {/ . .{d)  [^, 

on  aurait  donc  complètement 

^ 

J b ax  —x^) 

r.  2r(2x-a)v/6+â\/(A+a^-a:‘)l-l  , ,, 

=‘"L”"=^  ^ — V(»-+w  •"  ■'  J 

■ n5i.  Faisant  9=4)  de  la  formule  diffé- 

rentielle 

F'xdx(_àl  Ax^+  Bx^  + Cx*  + Dx  -f-  E) (a) 


£*]  En  efifet,  soit 

X = are  (tin  = A)  et  j'-=:arc(8in  = B), 

d’oîi  sin  X = A et  «in  = B ; mai» 

ain'(X':t:^)r=iia  x cotf  ±co*x«in^  = A 1— ‘B’dbBV/ 1— A*; 

. . i 

. donc  X ±y  ~ atc  [ «in  — A V^i  — B"*  rt  B i — A*]  ; 

et  «ubti'.tnant  il  la  place  de  x et  de  ^ les  ralenn  topcctÎTet  de 
eei  lettres , on  aura  l’équation  (d). 
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dépendra  de  celle  de  la  fraction  différentielle 

Fxdx  ' » ... 

l/(  c -f-  6a;  -jiî  ex*  + ea^  + x*  ) '*  ‘ ' 

ainsi  que  nous  l’avons  démontré  à l’article  a4^.  Or , 
le  quiptihome  qui  est  sons  le  radical , pouvant  être  dé- 
compcTsé  en  deux  facteurs  trinômes  du  second^egré , 
la  fraction  (6)  prendra  alors  la  forme 

^ ■V 

y/[(o'  (a"-f-6"a-f'^)!] 

Soit  fait 

• . (fi, 

J'  et  a représentant  des  'fonctions  indéterminées  de 
a,  b',  a"  et  b”,  et  différentions  l’équation  (d)  , ce 
qui  nous  donnera 

' ^ Ct+yy 

Substituant  la  valeur  de  x [équat.  (<f)3  dans  le  pre- 
mier facteur  trinôme  du  dénominateur  de  l’équa- 
tion (c)  , il  vient  ’ 


u+yy 


cn- 


il est  aisé  de  voir  sans  calcul  que  les  deux  facteurs 
trinômes  du  dénominateur  de  la  fraction  (c)  étant  de  ' 
la  même  forme,  et  ne  différant  que  par  les  accents 
de  a et  de  6 , on  aura , par  l’introduction  de  la  valeur 
de  X [équat.  (d)]  dans  le.  second  facteur  trinôme,  ce 
second  facteur  qui  deviendra 

■ i^+yy  . ^ ■ 

Or, 


0 
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Or , J*  et  « étant  des  quantités  indéterminées  , on  peut 

kn  dis^raser  de  manière  à faire  évanouir  dans  les  frac- 
tions {f)  et  (g)  , les  coelficiens  de  la  première  puis- 
sance de  y , ce  qui  donne  deux  équations  du  second 
degré  entre  .T  et  ; d*où  on  déduit,  par  les  méthodes 
ordinaires  d’élimination , les  équations 

n _ (a‘'-aO+l/[(â''-ay+(a''y-a'i"Xy-61J  . 

^ w. 

_ (a’-a')^y[(a“-ay+Ca"6'-a'i>'')(y-n3  . 

*—  i'_6" 

«t  il  est  aisé  de  voir  que  ceS  valeurs  de  ^ et  de  ai 
peuvent  toujours  être  considérées  comme  réelles , car 
û'  et  y peuvent  également  représenter  les  coefEciens 
du  premier  ou  du  second  trinôme , et  de  même  pour 
û"  et  i".  Donc  on  peut  toujours  prendre  (a"6' — a'i") 

X (y — i*)  positif  ) d’où  il  s’ensuit  que  les  valeurs  de  , 
et  • sont  réelles. 

D’après  çes  valeurs  de  J' et  ai  en  fonctions  de  a',  h', 
a",  y , les  deux  facteurs  trinômes  ( /)  et  tg)  rédui-  ^ 
ront  respectivement  à des  fractions  de  la  forme 

fi  + h'  . e 

(i+^r  (i+J')*’ 

ainsi  le  dénominateur  de  la  transformée  de  la  frac- 
tion (é)  sera , en  délivrant  y^  de  son  coefficient , de  la 
forme 

(i+y)“ 

donc  représentant  par  ^ ce  que  devient  Fx  lorsqu’on 
y substitue  la  valeur  de  x [équat.  laquelle 

pn  a mis  les  valeurs  de  / et  <»  [ équat.  (A)  et  ( t )] , 

a3 
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ndy 

et  substituant  à la  place  de  dx  sa  valeur 
•a  faisant 

z\/\-(a-ay+(ia"b'-e^b")(b'^b"y} 

Bï=  • — <?= 

* # 

[ équat.  (/i)  et  (i)3  , on  aura  pour  transformée  de 
la  fraction  (i)  celle 


•(/<)  , 


~Nlçy  dy 

vïp+ly+y*'> 

71 

dans  laquelle  nous  avons  fait  pour  abréger , M = — . 

Or  , il  est  aisé  de  voir  que  tant  que  (py  renfermera  des 
puissances  entières  et  positives  dejf,  et  que  ces  puis- 
sances seront  des  nombres  impairs,  cette  fraction  (é) 
s’intégrera  aisément  ; car  soit , par  exemple , ISy*-*-'  un 
^ des  termes  de  , on  aura  a intégrer  la  fraction 
différentielle  . ' 

Ny”"  .ydy 

♦ viy+qÿ'+ÿ) 

qui , en  faisant^  = » , d’où  ^dy  = i dz  , se  transfor- 
mera en  la  fraction 


i ISz^dz 


.(O 


y/ P qz 

que  nous  savons  intégrer  ( art.  249  )• 

Si  dans  la  décomposition  du  quintinome  affecté  du 
signe  radical  [éq.  (é)]  en  deux  trinômes  [éq.  (c)]  , 
on  avait  b'  = b",  ce  qui  donne  J'=oo  ftt  « — 5 > on 

y 

n’aurait  qu’à  faire  x=y  — — , et  alors  les  deux  tri- 
nômes sous  le  signe  radical  de  l’équation  (c),  se  rédui- 
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raient  à deux  binômes  de  la  forme  h -{-y*  , h'  -f-y*; 
ainsi  on  aurait  par  cette  simple  substitution , une  trans- 
formée de  la  forme  de  celle  (k) , et  qui , de  plus , joui- 
rait de  l’avantage  d’avoir  ^ en  fonctions  de  puissances 
entières  et  positives  de  j',  si  Fx  dans  la  proposée  (6)  , 
était  une  pareille  fonction  de  x. 

a5a.  Considérons  enfin  les  fractions  différentielles 
irrationnelles  dans  lesquelles  le  dénominateur  se  com- 
pose de  plusieurs  termes  affectés  de  radicaux  d'espèces 
différentes , telles  que  la  fraction 


Farde  . 

-f  -h  etc. 


..(n). 


Pour  intégrer  cette  formule  , ou  du  moins  pour 
faciliter  les  moyens  d’obtenir  son  intégrale  exacte  , il 
faut  la  dépecer  en  plusieurs  fractions  qui  n’aient  cha- 
cune qu’un  terme  i%dicai , soit  au  numérateur,  soit  au 
dénominateur  , suivant  qu’il  est  plus  commode  dan» 
l’intégration  particulière  de  ces  fractions  d’avoir  le 
dénominateur  ou  le  numérateur  rationael;  il  faut  donc 
chercher  un  facteur  qui,  multipliant  les  deux  termes 
de  la  fraction  proposée  (a)  , rende  son  dénominateur 
rationnel  ; c'est  ce  dont  nous  allons  nous  occuper. 

Soit  fait 

_y=V/(/x)-t-  V/(/'^)+  ver Jî)  + etc., 

et  chassons  les  radicaux  de  cette  équation  par  les  moyens 
qu'enseigne  l’algèbre  , ce  qui  nous  donnera  une  équa- 
tion rationnelle  de  la  forme  « 


* (çx)  (^'x) ....  -i-0x  = O , 

dont  il  est  évident  qu’une  des  m racines  est  le  dénomi- 

a3.. 

* B 


« 


♦ 

'H 
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nateur  de  la  fraction  (a)  ; ainsi  Ox  sera  exactement 
divisible  par  ce  dénominateur , et  il  est  évident  que  le 
quotient  sera  un  polynôme  irrationnel  ; car  s'il  était  ra- 
tionnel , il  s’ensuivrait  que  le  produit  de  deux  facteurs, 
dont  l’un  rationnel  et  l’autre  irrationnel  , serait  une 
quantité  rationnelle  4>x  , ce  qui  est  absurde.  On  a 
donc 

et  par  conséquent  le  dernier  membre  de  cette  équa- 
tion sera  le  facteur  cherché.  Ainsi,  multipliant  lesdeux 
termes  de  la  fraction  (a)  par  le  second  membre  de 
l’équation  ( i ) , il  n’y  aura  plus  qu’à  intégrer  les 
fractions 

Yxdx  \/{fx)  Yxdx  V(f,x)  ^ 

<Dx  ■ <l>x  

e 

S'il  était  avantageux  pour  l’intégration  de  quelqu’une 
de  ces  fractions , par  exemple  de  la  première,  de  rendre 
le  numérateur  rationnel  , on  multiplierait  les  deux 

e 

termes  de  cette  fraction  par  \/ {f,x  ce  qui  la 

changerait  en  une  autre  de  la  forme 

F'xdx 

C * 

ça?  . 

Exemple,  /«tegrer 

Faisant  ^ = v/r  — x*+V^r  +x»,  quarrant  et 
transposant,  il  vient 

y*  — a=:aV^i  — 


d'une  SEÜI.E  VAHIiBLE.  35/ 

qyarrant  encore  et  réduisant  j on  a 

^ — 4y‘+ 4j^  = o; 

cette  équation  ayant  évidemment  pour  racine  le  dé- 
nominateur de  la  fraction  proposée  , et  le  dernier  terni» 
étant  le  produit  de  toutes  les  racines  de  cette 
équation  , on  aura  4^*  qui  sera  un  multiple  exact  de 
V/(i — a:*) -|- ^/(i4-x“)  , et  effectuant  la  division  de 
la  première  de  ces  deux  quantités  par  la  seconde,  l'on  a 
pour  quotient  la  formule 

2x“  £{/ 1 -f-x*  — y/ 1 — x“] 

« 

qui , conséquemment , est,  le  facteur  par  lequel  oi» 
doit  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  propo- 
sée , afin  que  son  dénominateur  soit  rationnel.  Ef- 
fectuant cette  multiplication,  il  vient 

(V^i  — V^i  — x")  (ix 

ax*  * 

et  comme  chacune  des  deux  fractions  différentielle* 

dxl/i+x*  — dirl/i — x“  , , 

et  s intégré  plus  aisément 

2x-“  ax“ 

èn  rendant  son  numérateur  rationnel , nous  mnltipKe- 
rons  les  deux  termes  de  la  première  par  ^ i -f-x“,  et 
les  deux  termes  de  la  seconde  par  1 — x“,  ce  qui 

nous  donnera  à intégrer 

» 

dx dx  dx , dx 

SX*  v/ï+â“  2|/(i  -Tx“)  ax^^/TZp'^ay/ïr^ë' 

* t * 

Or,  la  première  et  la  troisième  fraction  sont  dan» 
le  cas  d’intégration  immédiate , ainsi  que  nous  l’avons 
TU  à l’artiele  ai4  «'Ct  se  sefyaQt  de  la  méthode  enseigné» 


» 
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à cet  article  , on  a 

/’  djc  r dx 

aÆ"  V^C  1 + a;“)  J aa“  \/T^. 


V/ 1 4-  x'*  — 1 — X* 


ax 


De  pins  , on  a 
dx 


\f  ^ ^ ^+-3g^)[éq  (i38),art.ao7], 

et  ^ J'—^É=~==={  arc  (sin=  x)£éq.  ^i34),  ârt.  aoG]  ; 

donc  rassemblant  ces  quatre  intégrales  particulières  , 
on  aura  l’intégrale  de  la  Iraction  proposée. 


CHAPITRE  IV. 

De  V intégration  par  les  séries  des  formules 
différentielles  algébriques  quon  ne  peut  in- 
tégrer exactement  t et  de  V intégration  des 
, formules  différentielles  logarithmiques  et 
exponentielles.. 

a53.  Toutes  fonctions  différentielles  d’une  seule 
variable  .pouvant  être  développées  en  une  suite  finie 
ou  indéfinie  de  monomes  différentiels  , il  n’en  est  pas 
dont  on  ne  puisse  trouver  l’intégrale  par  une  suit» 
finie  ou  indéfinie  de  termes  qui  sont  tous  algébriques, 
eu  seulement  traoscendans  par  les  logarithmes , locsr; 


> 
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i[u’il  se  rencontrera  dans  le  développement  de  la  frac- 
tion différentielle  proposée  un  terme  delà  forme 

Mais  si  l'on  en  excepte  les  cas  où  le  développement 
de  la  fonction  en  question  donne  une  suite  Unie  de 
termes,  tel  est  , par  exemple  , le  premier  cas  d’inté- 
gration immédiate  (art.  si  i ) , on  doit,  autant  que  cela 
se  peut,  éviter  cette  méthode  d’intégration,  puisqa%lle 
donnerait  une  intégrale  seulement  approchée  de  telle 
fonction  différentielle  dont  on  aurait  pu  avoir  l’intégrale 
Ênie  parles  méthodes  enseignéék  dans  les  jchapitrqp  pré- 
çédens.  Par  exemple  , la  formule  xdx  \/  i^-sx*  étant 
développée , donne 

xdx  -f-  x^dx  — » ~ x?dx  -j-  J x’dx  — ettf. 

Ainsi  l’intégrale  de  la  proposée  serait  donnée  seulement 
avec  approximation  par  la  suite  indéGnie 


— 4-  -- 


X"  . X* 
}-  “C  — 

is  ib 


Cependant  en  se  rappelant  de  ee  qui  a été  dit  àl’artici,» 
a 12,  on  voit  que  l’intégrale  exacte  de  la  proposée  est 


B V^(»  -f  -f  const. 

254-  Mais  lorsqu’après  avoir  bien  vérifié  que  la  pro- 
posée n’est  pas  dans  le  cas  de  l’intégration  exacte , on 
voudra  cependant  l’aéoir  avec  approximation , on  sera 
obligé  de  recourir  à la  méthode  des  séries  : il  en  sera 
de  même  lorsqu’on  voudra  avoir  en  termes  algébrique.s, 
les  intégrales  de  certaines  fonctions  différentielles  dont 
l’intégration  dépend  du  cercle  ou  des  logarithmes. 
Par  exemple  , nous  avons  précédemment  ramené  plu- 
, dx 

sieurs  intégrations  à celle  de  — — — ^ dont  l’intégrale 

X X p. 
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^ , ,,  I ,ni+.Ti/— i~i 

est  arc  ( tang  = x)  , ou ; / ^ I 

^ ® 2 V/— i Li  - -ï't/—  ij 

{[  équat.  (i35)  «t  (i86)];  mais  si  nous  avions  voulu 

avoir  ces  intégrales  en  ternies  algébriques  , nous  aurions 

été  obligés  de  développer  la  fraction  — — — en  série 

1 3CCC 

indÿlnie , et  ensuite  d’intégrer  les  termes  de  cette  série  ; 
ou  bien  il  aurait  fallu  faire 


f ^ — = Ax  + Bx^+  Cx*  ■+•  Dx^  -{■  4* 

J 1 XX  * « 


A , B étant  des  coeiHciens  indéterminés  , ensuite 

dilFérentiant  cette  dernière  équation , divisant  par  dx^ 
enfin  multipliant  par  i + x*,  on  aurait  eu 


1 =A4.2Bx+(3C4-A)x* 

+ (ifD  + aB  ) X*  + ( 5E  + 3C  ) X*  + etc. , 

et  cette  dernière  équation  devant  avoir  lieu  indépen- 
damment des  valeurs  de  x , il  en  serait  résulté 

,A  = 1 , B = o , C= — ^ , D = O , E = j,  etc. 


Donc 


f. 


dx 


= x- 


I ^ 

X*  X® 

■3"  4 c“ 


-,  = arc,  ( tang  = x ) 


1-  etc (a). 

7 . 


Cette  intégrale  est  complète,  car  lorsque  x = o,  on 
a arc  ( tang  = X ) = O. 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  série  (a)  est  convergente 
pour  les  arcs  compris  dans  le  quart  de  circonférence 
du  cercle  , mais  qu’ensuite  elle  devient"  divergente  ; 
d’ailleurs  lors  même  que  x < i , cette  série  converge 
lentement,  - 


4k 


% 
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a55.  Cependant  lorsqu’on  est  obligé  de  recourir  à 
l'intégration  par  série  , qui  est  la  dernière  ressource  du 
calcul  intégral , il  faut  du  moins  chercher  à obtenir  une 
suite  très-convergente  , afin  d'avoir  l'intégrale  demandée 
avec  une  approximation  suflisante  dans  le  moindre 
nombre  de  termes  possible.  Nous  allons  commencer 
par  donner  une  formule  assez  commode  pour  parvenir 
à ce  but  dans  certains  cas. 


Différentiant 

différentielle 


la  formule 


on  a sa 


donc 


( mn  + 1 ) 

(a  4- " 


hm  ( n 4"  * ) 

(a4-&x"’)"+» 


/( 


"cLc 


(04-^^"')"'*''  /nn4-i  (a4“i.®'")* 

bm  ( n -|-  1 ) r 


mn-\-  1 


• C- 

/(a 


-J-  ix"')"-*-»’ 


Mettant  successivement  dans  cette  dernière  formula 
”4*  » ”4"0,  «43. . . .à  la  place  de  n,  il  viendra  une 
snite  d’équations  qui  auront  chacune  pour  premier 
membre  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  l’équa- 
tion qui  la  précède  immédiatement  ; «Hnsi  ,,par  des 
substitutions  successives , on  trouvera  l’équation 


/( 


x”"'dx 


X 


(a4Ax"’)*‘^*  ' (a-^bx^)'"*'‘ 

(n+i)bm  x" 


m («4*)  + * ' û 4 ^3="* 

. (n4i)(n4-Q)(6m)*  x“"  * i . 

"»"Cm(n4.04i][K«42)4i]  ■ J 

4 const (198)  , 

dont  la  série  peut  se  prolonger  autant  qu’on  le  detire 
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«ans  de  nouveaux  calculs  j car  la  loi  qui  régit  sestSrmc» 

*e  présente  d'une  manière  évidente.  t 

Appliquons  cette  formule  (198)  à la  recherche  de 
la  longueur  approchée  de  arc  (tang=x)  dont  nous 

djc 

savons  que  la  différentielle  est  . Comparant 


1 -f-xx 


cette  dernière  fraction  avec  celle 


"dx 


m = 2 , 71  = 0,  c=i,  i = i, 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (198)  , il 
vient  l’intégrale 

dx 


/'  dx  , . X . a 

p*”6=») = + 3 


3 i-j-x* 


a .3’ 


X» 


_ 3.3.3*  X® 

3.5  (l-f-X*)’*  ^.5.7  (l-j-x“) 

3.3.4-aS  X* 


3. 0.4. as  X*  , “] 

"^3. 5. 7^9  (i+x“)*  etc. J. 


(«) 


qui  est  complète  ; car  lorsque  x = o , on  a 


..  arc  (tang  = x)  = O. 

Cette  série  converge  toujours  quelle  que  soit  la  valeur 
et  le  signe  de  la  tangente  x,  car  le  terme  général  de 
cette  série  est  ^ 

9 

3. 3.., .71  2*  x*" 

3.5. ..  .(271+1)  (i-|-x')'‘* 

•t  si  de  ce  terme  on  retranche  celui 

2.3. ..  (71+1)  a""''*  .r*""*"*  ’ ’ I 

3.5.  . .(27I+3J  (i+x")'"*^ 
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qiii  le  suit  immédiatement,  on  aura  pour diOférence  la 
quantité 

a. 3 .«.a*  3t”* 

3.5. . ..(an+0(2”+3)  * 

qui  ne  peut  jamais  être  négative  quelle  que  soit  la 
valeur  réelle  de  la  tangente  x j ainsi  la  série  (a)  con- 
verge pour  toutes  les  valeurs  de  x , avantage  que  n'a  pas 
celle  (<z)  de  l'article  précédent. 

Pour  obtenir  de  1«  série  («)  de  cet  article  une  valeur 
encore  plus  convergente  de  arc(tang  = x),  soit  fait, 
cette  dernière  quantité  , d'où  on  déduit 


1 • 


— , Yq:jp^oosj<sin_yz=isinay 


et 


donc 

ou  arc  (tangr^x) 

a. 3. a*  . 


i-l-x*' 


: sin*j^  ; 


a 

. . a. 3 4-2^  • « , ^ 

+ 5T.Y  -y + -y + 


[i  + 

3 c^>- 


a5G.  Mais  l’une  des  formules  les  plus  générales  pour 
intégrer  par  des  séries  les  fonctions  dilFérentielles  qui 
ne  peuvent  s’intégrer  exactement , est  celle  de  Jean 
Bernoulli  que  nous  allons  démontrer.  '■» 


De  l'équation  aux  intégrales  réciproques  (148) 
fart.  3173  , on  déduit  aisément  qu’avant  les  différen- 
tiations effectuées  de  Fx  et  fx,  on  avait 


fFxd.fx  = l?xfx — f fxd.Vx. . . .{d). 

Cela  posé , si  l’on  veut  intégrer  la  formule  çxdx , l’équa- 
tion précédente  (n)  donnera  celle  ' 

fyxdx~x^x—fxd.çix (i). 


4 
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fxd.tfx  = fxdx  . ; 


donc  faisant  ^ 

d.fxz=xdx,  d’où  fx=.—  et  Fx  = ^^. 

a dx  * 

l'équation  (a)  donnera  celle 
- J d.^x  _ X*  d.^  , . .dd.fflx 


dans  laquelle  nous  avons  , ainsi  qOe  nous  le  ferons 
toujours  tant  que  nous  ne  nous  occuperons  que  de» 
fonctions  d’une  seule  variable  , considéré  dx  comrlia 
une  quantité  constante  \ voyez  l’art.  4°  ) ",  mais  » 


/x* 


dd.éx 

dx 


= fx'dx  . 


dd.çx 


donc  faisant 

'd.fx=zx*dx,  d’où  fxx=~  et  Fx  = ^^^, 


l’équation  (a)  donnera 


/ 


x*dd.^x x^  dd.pv 

dx ■ 3 dx* 


1 P3?d? . ^ c 

3 J dx' 


(3). 


et  continuant  de  même  , on  trouvera  que  généralement 


/ 


r"d".çx 

dx*“‘ 


n-f-l  dx" 


1 f'jc^-*-'d'''^'<p.x 

n+ij  dx" 


On  formeTa  donc  de  cette  manière  une  suite  indé- 
finie d’équations  (ù),  (c),  (d) telles  que  le  pre- 

mier membre  de  chacune  d’elles  sera  le  facteur  inté- 
gral du  dernier  terme  de  l’équùtion  immédiatement  pré- 
cédente. Ainsi  on  obtiendra  par  des  substitutions^  suc-> 
cessives,  l’équation  , 
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d’one  seule  variable: 

-,  X*  d.1>x 

fyxdx  =x(px—  — 


3S5 


. X?  dd.ax  x^  d? .ax  , , . 

“^ST3  ~d^  ÏT3T4  ^ 

dx 

Exemple.  Intégrer  ^ ^ par  une  suite  de  termes 
algébriques. 

Comparantla  formule  proposée  avec  celle  çxt^^ona 

1 ' 

riz-. 


£*]  Par  le  moyen  de  cette  formule , on  peut  obtenir  un  dérelop* 
pement  de  la  fraction  ^ui  eti  assez  curieux,  et  bien  plus  satis- 
faisant que  ceini  i — n-t-n*  — n>-t-  etc.  qui  résulte  de  la  dirision 
de  I par  i-4-n,  lequel  est  dirergent  lorsque  n'^  i , et  se  composa 
d'on  nombre  indéfini  de  termes  lors  même  que  n est  un  nombre 
entier  et  positif. 

Si  pour  intégrer  x*<Lr , on  se  sert  de  la  formule  (199},  on  son 
Complitemcnt 

n(n — i)(n— a) 

a.3.4  ' 


^*dje=j:*+'  — -*»+<  jrm+t 

* ■ a 


a. 3 


•'^x*+'-t-etc., 


en  prenant  l’int^rale  = o lorsque  x =r  o.  Mais  on  sait  d’autre  part 

que  fx"dx^  sans  constante,  dans  1a  m^me  hypothèse  que 

Tintè^sle  s'^èvanouit  lorsque  a:  ss  o ^ donc  galant  ces  deux  Taleurs 
de  fx^dx  , on  aura 

n (n — i)  n (n— tX« — 

â7374 

Cette  s<frie  qui  est  4a  même  que  celle  de»  coelficiens  du  dêreIop>- 
]>ement  de  la  puissance  n d'un  binôme  , en  diyisaot  chaque  terme 
de  cette  dernière  suite  par  le  nombre  qui  indique  la  place  de  ce 
terme , est  évidemment  fioie  lorsque  n est  un  nombre  entier  et 
positif. 


I 

n-f-i  ‘ 


n 

a 


’ etc. 
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d’où , par  des  différentiations  succefsiyes , on  tire 

d.^x 1 2 

djc  ( 1 ± X 


(1^ 

d’ . (px 
dx^ 


’ dx“ 
:p2.3 


(1  i X)'*' 
etc.. 


( i rtx)^’ 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (199)  , on  a 
complètement 

C=Z(.±x)]  * 


/: 


1 :t:x 

iitx  a(i±x)“"^3(iit:xy  C/^)- 

Prenant  le  signe  positif  de  cette  dernière  équation  et 

faisant  x = — ^ — , on  a celle 
s — 1 

Z^=.Z(=_i)  + i + ^ + g^,  + etc. 

dont  la  série  est  assez  convergente , mais  l’est  moins 
que  celle  obtenue  par  la  simple  algèbre , et  qui  donne 
également  le  logarithme  d’un  nombre  a par  le  moyen 
de  celui  du  nombre  immédiatement  inférieur  z — i . 
t Voyez  mon  Algèbre,  équat.  (72),  § i55j. 

257.  Je  vais  donner  dans  cet  article  une  méthéde 
fort  simple  et  nouvelle  , du  moins  à ma  connaissance  , 
pour  intégrer  par  les  séries. 

Soit  Xfdx  la  formule  différentielle  qu’on  veut  inté- 
grer , et  dans  laquelle  X est  une  fonction  algébrique 
quelconque  de  x , et  p un  nombre  réel  quelconque 
différent  de  l’unité  prise  négativement. 

Posons  l’équation 

fXfdx=  ï'X'’+*+5*Xr+3+etc. . . . (n)  , 
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dans  laquelle  . sont  des  fonctions  indéter- 

minées de  a;  , et  dilTérentions  cette  équation,  ce  qui 
nous  donnera  celle 

0=  (/J+i)  ^X'dx->XP+ip+a)  ZX^dx'iX’^' 
~dx]  +dçj 

+ (P+3)  ^"X'dxiXP^>+  etc (i)  , 

dans  laquelle  on  a fait  dX  = X'dr , et  qui  devant 
avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de  X , sera  gé- 
néralement satisfaite  en  faisant  chaque  coefficient  égal 
à zéro  ; on  aura  donc 


'-(p-f-i)X'  i 

^ ~ 2)^X'rirr 

r-  \ 

^~ip  + 5)X'dx) 

DilTérentiant  la  première  de  ces  équations , faisant 
dX'  = X"dx , et  substituant  la  valeur  de  d' dans  la 
seconde  équation , on  a * 

X" 

= (p+0(p  + a)X'='* 

De  même  dilférentiant  cette  dernière  équation,  faisant’ 
dX"  = X"dx , et  substituant  la  valeur  de  d^  dans  la 
troisième  équation  du  groupe  (c) , on  a 

„ X'X”  ■ , * , " 

^ ~(p  + 0(P  + 2)(/J-i-3)X'^* 

enGn  , continuant  de  semblables  calculs  , on  .trouvera 
par  des  différentiations  et  substitutions  successives  , 
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autant  de  valeurs  d’autres  fonctions  indéterminée! 

. de  X en  fonctions  connues  X',  X",  X*. . . . 
de  la  même  variable  , qu’on  voudra  en  avoir. 

Substituant  ces  valeurs  de  ^ . dans  l’équa- 
tion (a) , on  a 


fXPdx  = 


X»>+' 


r>  + 


X*x<’+* 


'& 


(pH-i)X'  • (p+z)(p_i)X'* 
(3X*»— X'X")Xi’+’ 

^ ■ - -l-  etc (aoo) . 


(.P+  0(P  + a)  (P+3)X'“ 

Applications  I.  Intégrer  la  formule 

, x"d|t  ( R + bx"*-J-  cx“"*  -f-  etc . y 
par  les  séries. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l’on  entre  le  facteur  x* 
sous  le  lien  de  la  puissance  p , la  formule  proposée 
sera  de  la  forme  X.Pdx , et  par  conséquent  son  inté- 
gration par  les  séries  n’oifrira  plus  aucune  difllculté 
mn  se  servant  de  l’équation  (200) 

II.  Intégrer  par  les  séries  la  formule  dx  i-^xx. 

Nous  avons  et  X=i-f-  xx  ; donc 

X'=2X,  X"  = 2,  X*=o; 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (aoo) , en 
a celle  par  série 

/irV/C.+x*) 


1 .b.x 


3.5x^ 


4-  -f  fetc-  H-  const. . .....  (^) 

qui  peut  se  continuer  indéfiniment  et  sans  plus  de 
, i calculs 
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calculs  , car  la  loi  qui  régit  ses  termes  se  montre  d’uue 
manière  bien  évidente. 


a58.  Il  est  à propos , lorsqu’une  méthode  générale 
d’intégrer,  par  les  séries  ne  donne  pas  dans  quelques 
cas  particuliers  où  on  l'applique,  des  suites  convergentes 
dans  tout  leur  Cours,  on  pas  assez  convergentes,  de 
modifier  cette  méthode  de  manière  à la  rendre  la  plus 
favorable  possible  au  cas  que  l’on  traite.  Je  ne  >puis 
donner  des  règles  générales  pour  ces  modifications  , 
car  elles  tiennent  principalement  à l’habitude  du  calcul 
et  à la  sagacité  du  calculateur , mais  je  vais  en  donner 
un  exemple. 

L’équation  (A)  de  l'article  précédent  a son  second 
membre  qui  ne  converge  que  jusqu'au  terme  où  l’ex- 
posant de  1 -i-xx  cesse  d’être  < que  2x*+i . En  effet , 
le  terme  de  cette  suite  étant 


(i-f-Jx)  ^ 

' ( 2771  1 ) ( 2771  -f-  1 ) * 

le 'terme  suivant  sera 

a77i-(-3 

( 1 + XX ) * 


( 27n  4*  * ) ( 2m  3 ) a:"""''*' 

Afin  que  la  série  soit  convergente , il  faut  que 

1 . (l  +XX)  . , . 2771-1-1  . . , 

> y ■■■  ; ou  2x*-f-  t >• : ainsi,' 

27» 1 (27» -)- 3)  x*  '^2  ' 

■1  •>  ..  2^  ”1“  1 1 . . 

du  moment  que  1 exposant  — - — de  x^i  qui  va 

toujours  en  croissant , sera  >■  2x*-J- 1 , la  suite  (A)  de 
l’article  précédent  divergera.  Cherchons  donc  à trouver 
l’intégrale  de  dx  i-^xx  par  une  suite  convergente 

24 
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dans  tout  son  cours.  Pour  y parvanir  , modiGons  ]r 

méthode  générale  de  l’article  aS7  en  posant  l'équation 

fdxy^  1 -f-xx  = ^ ^ 

+ ^*'(»+a;x)'*  + 4*  *4-etc (a)  , 

dans  laquelle  . sont  des  fonctions  indéter- 
minées de  X.  1 

Dilférentiant  cette  équation  ( a ) , passant  tous  les 
termes  dans  le  second  membre , et  ordonnant  par  rap- 
port aux  puissances  de  i-f-xx , on  a l’équation 

O = * 

— dxj  i 

_*  _S 

— x|'dxl(i+xx)  * — 3xÇ'dx1(i-}-xx)  *-f-etc....(i) 

i 

qui  , évidemment  , ne  peut  avoir  généralement  lieu 
qu’en  faisant  chacun  des  coeificiens  des  différentet 
puissances  de  1 +XX  égal  à zéro , ce  qui  donne  lès 
égalités 

dl—dx 
d'  = — x^dxj 

d’où 


et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (l>),  il  vient 
celle 


■|=x 

=s  — fx^dx  = ■ 

i"  = ^lfx*dx=. 

|^=  yfj*dx=- 

etc. 


■3 

X* 

■3T5 

x' 
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fdx  V^i  +JWC  = X V^i  -f.  XX — ^ 

^(1  + xx) 

V ri4. îL_ . fL 

L3~3.5.(I  + XX  ) ^5. 7.(1  +xx)^ 


7-9-(i+J?-r)' 


-f-  etc.^  -f-  const (aoi) 


dont  la  série  est  évidemment  convergente  dans  tout  son 
cours  : en  effet,  le  terme  de  cette  série  étant 

3-iCm-O 


(am—  1 ) (am  + 1 ) (1  4-  xx)“-*’ . 
ie  suivant  est 


X* 


' (2WI+ 1)  (am4-3)  ( 1 -J-xx)'"’ 

donc  pour  que  la  série  converge,  il  faut  que  l’on  ait  » 

1 X* 

am — 1 ^ (am+3)(j-f-xx)  2m-f-34-4x*>  o , 

èe  qui  ne  peut  être  autrement  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  positive  ou  négative  de  x. 

Si  l’on  prend  dans  l’équation  (aoi)  l’intégrale  nulle 
lorsque  x o , on  aura  const=:  o. 

Mais  d’un  autre  côté  l’on  a 

5^-  ■ , 

~ ytfx  y/ 1 -f-xx=  C'  {-  Ç 

l/l  +XX  J l/l  4-j,x ^ '* 


et  comparant  identiquement  le  dernier  terme  intégral 
e équation  (c)  avec  le  premier  de  l’équation  (i5o) 
C art.  S18],  il  vient  ' 

1,  i = i,  m=3,  p = — i; 

• ■ 
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or , n — im—  a — at  devant  donner  pour  i une  valeur 
entière  et  positive,  on  a i=  1.  Substituant  ces  valeurs 
dans  l’équation  (i5o) , et  prenant  le  signe  négatif  du 
dernier  terme  à cause  de  i nombre  impair,  il  vient 


f +x*)— i f—==\ 

J yi-{-xx  -J  yi-^xx 


enfin  substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (e) , et 
se  rappelant  que 


= I (x+ 1/ i+xx)  [éq.  (i38),  art.  aoy], 
'»  * 
on  aura  complètement 

fdx\/  i4-xx=|[]xV/  i+x“+/(x+v/  i4-xx)]....(d), 

en  prenant , comme  pour  l’intégration  par  série , l'in- 
^ tégrale  égale  à zéro  lorsque  x = o. 


De  l’équation  (d)  on  tire 

/(x+  v/i-f-x»)  = a fdx^ i-j-xx  — xy'i+xx^ 

et  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  do 
fdx^ i-f-xx  donnée  par  l’équation  (aoi),on  a 

Z(x+\/i+xx)=x  v/i+x»— 

, ^[^3'^3.5.(i  + x“)  5.7.(i+x-)»'*’®*®G‘  * 

J’ai  déduit  de  cette  formule,  dans  mes  Mélangu 
mçUhématiques , pages  3i  et  3a , une  nouvelle  expres- 
sion très- convergente  du  logarithme  d’un  nombre  sans 
passer  par  les  logarithmes  antérieurs. 
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359.  Il  semble  an  premier  aspect , que  Ta  méthode 
particulière  qui  nous  a si  bien  réussi  pour  obtenir  l'in- 
tégrale de  ÆcV^i+xx  par  une  série  convergente 
dans  tout  son  cours  (artjfeSS)  , pourrait , en  se  géné* 
ralisant  par  la  substitution  de  X , qui  représenté  une 
fonction  algébrique  quelconque  de  x,  à la  place  de  la 
fonction  particulière  v/  i-f-.xx,  être  d’une  utilité  aussi 
précieuse  dans  les  intégrations  par  séries  dé  toutes  les 
fonctions  différentielles  algébriques  , et  devenir  par  là 
plus  avantageuse  que  lesméthodes  enseignées  auxarticles 
a56  et  267.  Mais  il  est  aisé  de  s’assurer  du  contraire  -,  car 
si , suivant  la  méthode  de  l’article  a58 , on  posait , con-  ^ 
formément  à l’équation  (a)  du  même  article , celle 

fX^dx  — + ^'X^'  + etc ....  (a)  , 

on  aurait,  en  la  différentiant , l’équation 

O = dM  Xf  + p^X'dx  î X<^> 

— dxj  +dç'  ; 

+ w 

qui  serait  généralement  satisfaite  en  égalant  chaque 
coefficient  de  X à zéro  , d’où  résulteraient  autant  d’é- 
quatîons  différentielles  qued’ihdétèrminées 
mais  qui  ne  pourraient  donner  les  valeurs  de  ces  dernières 
fonctions , que  par  dés  intégrations  et  substitutions  suc- 
cessives ; au  lieu  que  par  la  méthode  générale  de  rat- 
ticle  267  , on  a ces  mêmes  indéterminées  par  de  simpleà 
substitutions  et  différentiations  successives , ce  qui  est 
beaucoup  plus  simple  et  plus  facile  dans  un  grand 
nombre  de  cas.  Cependant  dans  quelques  cas  parti- 
culiers , tels  que  celui  que  nous  avons  traité  à l'ar— 
fidé  a58,  les  intégrations  à effectuer  étant  aussi  facile» 
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que  les  différentiations  les  plus  simples  , l’inconvénient 
en  question  a disparu  , et  il  en  est  résulté  une  forme 
beaucoup  plus  avantageuse  pour  l’intégrale  par  série 
de  t/x  1 -f  xjc.  * • 

ù ^ 

a6o.  Quoique  nous  n’ayions  considéré  dans  l’article 
aSy  , la  lettre  X que  comme  représentant  une  fonction 
algébrique  de  x,  on  pourrait,  dans  certains  cas,  et 
même  avec  quelques  avantages  sur  toutes  les  autres  mé- 
thodes, se  servir  de  la  méthode  de  l’article  aSy  pour 
intégrer  XJ’dx  , lorsque  X représente  une  quantité 
transcendante.  Par  exemple  , soit  X.  = lx  , d’où 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (200) , on  a celle 


ix  (ixy 

P+a~^(p4-3)(p+3) 
-f-  const (382), 


dont  la  série  devient  pour  toujours  convergente  du  mo- 
ment que  p-f-n-f-i  sera  /x , en  représentant  par  n le 
nombre  variable  qui  indique  le  rang  de  chaque  terme 
de  la  série. 

En  émployant  pour  obtenir  l’intégrale  de  la  même 
formule  (Ixydx , une  méthode  sepiblable  à celle  de 
l’article  a58 , et  que  nous  avons  généralisée  à l’article 
, on  aura  l’équation 

Jdx  (^lx)f  = X {Ixy  — px  (^y~'-{~p  (p—i)  X (Jx)f~* 
-J-  const (a), 

dont  la  séria  devient  pour  toujours  divergente  lorsque 
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' t 

P — n-f-1  est  |>  /x,  en  représentant  toujours  par  n le 
même  nombre  variable  que  précédemment. 

a6i.  Nous  allons  maintenant  noua  occuper  de  l’inté- 
gration générale  des  quantités  logarithmiques , et  nous 
commencerons  par  chercher  l’intégrale  de  la  formulé 
JLdx(^lxy,  dans  laquelle  X représente  une  fonction 
algébrique  de  x , et  en  premier  lieu , p un  nombre  en- 
tier et  positif.  Faisons 


fxjx=i  y’ç=e,y’5^=ç 


X 


' I 


(^), 


et  nous  aurons  d’abord 


dx 


d . § {Ixy  = X<ix  (Ixy  + pÇ  (/x)^-‘  — , 


d’où 


fXdx{ixy=ui^y-pp^{ixy-' (c),  • 

et  par  conséquent  nous  aurons  aussi  les  équations  ‘ 

f (/x)^‘=r  (ir)^-(p-0 

ix  = çcp-o'/x — j . 

qui  ont  chacune  pour  premier  membre  le  facteur 
intégral  du  dernier  terme  de  l’équation  qni  précède 
immédiatement  ; donc  par  des  substitutions  succes- 
sives depuis  l’équation  jusqu’à  la  dernière  en  (d)  ^ 
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il  viendra 

fXdx  (ixy=  i(ixy-pZ{ixy-'+p{p-i)  f 

....±  p(p — i) a.i  ^(l’î'  + const (ao3), 

le  signe  -f-  lorsque  p est  un  nombre  pair , le  signe  — 
dans  le  cas  contraire. 

Cette  équation  a son  second  membre  composé  d’un 
nombre  limité  de  termes,  lorsque  p est  un  nombre 
entier  et  positif  ; mais  il  ne  faut  pas  conclure  de  là 
que  toutes  les  fois  que  l’exposant  p est  un  nombre 
tel  que  nous  le  supposons  dans  ce  moment , l’intégrale 
de  Xdx  (Ixy  soit  donnée  exactement , car  les  inté- 
grales particulières  représentées  par  ç' 

peuvent  n’être  elles-mêmes  données  que  par  approxi- 
mation. . 

Si  p n’était  pas  un  nombre  entier  et  positif , la  série 
I de  l’équation  (ao3)  serait  infinie , en  exceptant  pour- 
tant le  cas  où  X serait  = - : car  dans  ce  dernier 

X 

cas  , quelle  que  fût  la  valeur  de  p différente  de  l’unité 
négative  , on  aurait 


/ 


(Ixy  — — -f.  const (ao4)  , 

X p-f-i 


et  si,  pour  la  même  valeur  de  X on  avait  p — — i 
alors  on  aurait 


/ 


(lx)~'  z=  l (Ixy  + const (ao5). 

* 


Exemples.  I.  Intégrer 

Comparant  cette  quantité^  la  formule  générale 
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f 
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377 


P = i et  X = 


d’où 


/’  dx 
i —3 


• / (i  — *)  , 


, f'dxl(^i-x) 


= fdx'-\-  J fxdx-}-^  fx^dx-\-etc 


=a:  4- i X*  + i _j_  gtp 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2o3)  , on  ik, 
'dxla 


rdxla  , , , 

J — ^ = const  -^ixl  ( I — x) 

r , X»  , x’  , X*  , -1 

-Lx-f  j+-  + :^+etc.J 


.(e). 


Si  l’intégrale  devait  s’évanouir  lorsque  x = i,  on  aurait 

const  = etc.  à l’inEui  = i 

* 

en  représentant  toujours  par  w la  demir-circonférertee 
Su  cercle  dont  le  rayon  est  l’unité  (*) , ce  qui  don- 
neroit  complètement  ^ 

/dx,  Ix 

C,  X x“  x^  *1 

* +4“^  


(*)  Ou  sait  qU«  , 

sin  M ^ > 

^ “ I ^ —A  ^ , — etc.  : 

A»  2. S 2,3. f.5  ’ 

or,  en  excepuvnt  )e  cai  oli  faisant  sia  a = o ea  même  temps  qne 
• = 0 , ce  qui  ùoaaerait  ^3=  1,  il  est  elsir  qae 'Unité  •fl'lie  viJew  '■ 
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On  peut  intégrer  la  même  formule  différentielle  d’une , 
autre  manière  que  nous  allons  mentionner  , parce  que 
l’intégi'ale  que  nous  trouverons  concurremment  avec 
celle  {h) , nous  conduira  à trouver  la  somme  d’une  suite 
indéfinie  de  termes  qui , à ma  connaissance , n’avait  pas 
encore  été  sommée. 


de  » qui  rendra  fin  • = o , fera  an  multiple  de  it  j donc  les 
racines  de  l'équation 

-7-ë  -*‘c- •••(/) 


a.3  a. 3. 4.5 

- * r . 

font  a-,  ar,  3e- k l'infini.  Ainsi  faisant  •*  = -,  ce  qui 

transforme  l’équation  (f)  en  celle 

I I 


0=1  — 


’ etc. , 


a. 3a  a. 3. 4. Sx* 
et  multipliant  cette  équation  par  x°°,  on  aura  celle 

I 


o = x«  — x«-'  + — ^ - 
a.3  a. 3. 4. 5 


x«-s  —etc., 


(S). 


entre  01  et  x , 


dont  il  est  évident , d'après  l'é|||ation  de  relation 
que  les  racines  sont  ~ 

a 

— , 7^-  , -1— , etc.  k l’infini  ; 

»•  4»*  ge^*'  ’ 

donc , d’après  la  théorie  des  équations , le  coefficient  dit 

second  terme  de  l’équation  pris  arec  un  signe  contraiie,  est 

égal  k la  somme 

— t 7 .4-  - etc.  k l’infini  , 

»•  L 4 9 J 

d’oh  l’on  tire 

i-*-  etc.  k l’infini  = ? »*. 

4 9 10  6 

C’est  Jean  fiemoaili  qui  le  premier  a tronvé  ce  résultat  remarquable. 
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Faisant  _y=  i — x,  d'où  a;=:i  — ^ et  dx=:— dy. 


on  a 


J-  dxlx  _ •j'dy  l ( 1 — y) 


const 


ou , mettant  pour^  sa  valeur  i — x , il  vient  complè- 
tement ^ 

J 1 X , 4 g 

(l  — x)< 


i6 


• -f-  etc. 


(O, 


en  prenant , comme  précédemment , l’intégrale  nulle 
lorsque  x=  i . 

£galant  les  valeurs  de  ^ ^ — - prises  dans  les  équa- 
tions (A)  et  (i)  , et  isolant  les  deux  séries  dans  le 

second  membre  , on  a 

* < 

4 g ^ iG  ^ , 


(A). 


4 ■ 9 ■ itx  ■ • J 

r» 

et  faisant  x = j , on  a,  toutes  réductions  faites  , 

= + |__L_  ‘ 

6 '•  ■'  1 . a»^4.  a‘^g.  a* 

+Yg— ^ à l’infini (aoS)  [|*3.  >• 


[*3  Retranchant  cette  ^nation  de  celle 


• . I I • 

- »••  = I J H 1-  etc, 

» 4 9 
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II.  Intégrer  x“dx  ( Ix  )p. 

Nous  avons  dans  cet  exemple,  X=æ*;  donc  Ie« 
«quations  groupées  en  (b)  nous  donneront 


^ X' 

> ç — 


,m-4-i 


m-f-i 


(m+i) 


(m+  i) 


3» 


et  substituant  ces  valeur^  dans  l’équation  (ao3)  , non» 
aurons 

/x"Æc  (ixy  (icy- 

- ’’  ■ ■ -C^r) . 

le  signe  positif  lorsque  m est  un  nombre  pair,  le  négatif 
dans  le  cas  contraire. 

Si  .m  = — 1 , alors  la  formule  précédente  ne  peut 
plus  servir  ; mais  dans  ce  cas , la  formule  dilférentielie 

étant  (^Ixyd.Ç^lx)  , son  intégrale  est  y • ' 

aSn.  Si  p était  un  nombre  négatif,  alors  les  ex- 
posans^de  Ix  dans  la  formule  (ao3)  iraient  toujours 
en  augmentant  *,  mais  on  peut  dans  ce  cas-là  trouver 
une  Intégrale  qui  n'a  pas  cet  inconvénient. 


démontrée  dans  la  renvoi  précédent,  on  a l’éqnation  suivante  et 
usez  remarquable 

Il  — r , »’ — r . — I . , I.-  /•  •• 

(/a)*  = — ^ — • -f- — 7 - £ — - "fm  etc.  & 1 infinu 

' ' 4-a  9<a’  i6.a*  aS.a* 
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d’une  seule  yariable; 

En  effet  ; 

Z’  Xdx  dx  ^ 

J Oxy  -J'^-xiixy 

et  • 

f*  dx  -—1 

J x{ixy-ip-i)  (7xy-*‘ 

donc 

fXdx 

— Xx  1 rd.Xx 

J (.ixy— 

(P-O(^x))-  ' P- J iixy-^ 

Soit  maintenant. 


d.Xx=Xdx,  d.X'x=X."dx,  d.X"x=X'<ii,etc...(6); 

)a  valeur  de  d.Xx  substituée  dans  l’équation  (a)  , 
donne 


A 


Xdx 


Xx  , ^ f 

(P— i)(4ry-*'^p— 1 J (4ry-‘* 

» 


et  par  conséquent  on  a succe^vement 


A 

A 


X'dr 

(iry- 

X"dx 


(4r)P- 


X'x  1 rX"dx  . 

— (p— 2)(ir)i’—  p—a  J {Ix  * 

X"x  . 1 r X'di 

- (p-3)(/xy-3+p-3  J {Ix)^^* 

etc. 


Or , chacune  de  ces  équations  ayant  pour  premiex 
membre  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de 
l'équation  qui  la  précède  immédiatement  , on  aura  . 
par  une  suite  de  substitutions  supcessives,  l’équation 


Si2 


INTÉGRATION  DES  fONCTlONfi 

Xdx 


rxdx  _ 

J u^y~ 

X'ix  , X”(/x)* 


(p—  ij  (^Ixÿ 


X 

x“(ixy 


p-2^(p— a)(p— 3) 
1.2.3. ..(p — 2)J"'  1.2.3...(p- 


(p— a)  (p— 3)  (p— 4) 

rx^'Vdx  ; 

7)7  — C»o8). 


dans  laquelle  la  série  est  d’un  nombre  limité  de  termes 
si  p est  un  nombre  entier  et  positif,  et  alors  le  dernier 
terme  de  la  série  sera  celui  que  nous  avons  écrit  dans  la 
formule  précédente  ; mais  si  p n’était  pas  un  nombre 
entier  et  positif,  il  faudrait  supprimer  le  dernier 
terme  de  la  série  de  la  formule  (208)  , et  continuer 
indéfiniment  cette  série  d’après  la  loi  qui  régit  ses 
termes. 

263.  Cependant,  lors  même  que  p est  un  nombre 
entier  et  positif,  l’intégrale  de  nepeut  s’obtenir 

exactement  que  si  = £ ; car  dans  ce  dernier 

cas  on  a 

rX^r-'ydx  rd.lx  „ 

et  pour  tout  autre  cas , le  terme  intégral  du  second 
membre  de  l’équation  (208)  n’est  donné  qu’approxi- 
mativement  par  une  ou  plusieurs  séries  d'un  nombre 
infini  de  termes  qui  sont  régies  par  une  même  loi  que 
nous  allons  déterminer. 

" Xip~~0'(lx 

L’intégration  de  la  fraction peut  toujours 

être  ramenée  aux  intégrations  d’un  certain  nombre 
le  fractions  telles  que  celle  ■ , dans  laquelle  m 


l 
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un  nombre  quelconque.  Soit  donc  x*^*  —y>  d’où 

»«  — m 

dx  = — î— y'-^-rfy  et  /x=— L_/y; 

-O  771 -J- 1 

ce  qui  donnera 

' x”'dx  dy  1 

il  ne  s’agit  donc  plus  que  de  trouver  l’intégrale  de  la 

fraction  ^ qui , quoique  très-simple,  ne  peut  s’intégjret 

que  par  une  série  infinie.  Voici  une  manière  d’obtenir 
cette  intégrale  illimitée.  Soit 

^ = «,douj7=i-fB  + — -j-^+etc.  ; 
donc 

==^«+«  + |+^.  + etc.. 
et  substituant  la  valeur  de  u , on  a / 

.(209). 

et 

2.3...(fl— 0“'  " 

par  conséquent  le  terme  est- 


2* 

+ const. 


Le  Tl'*"' “terme  de  cette  série  est  


ifyy 


2.3.. .. (77-1)  («)»» 
ainsi  la  suite  (209)  est  divergente  tant  que  ti®  est 
<C  ( ” — *){>'■)  mais  du.  moment  que  n“  devient 
X « — * ) question  devient  pour  tou- 

jours convergente. 


I 


S84  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS  / 

Substituant  dans  la  formule  (aog)  la  valeur 
de  , il  vient  ^ 

y’^  = /Zx+(m+i)/x+  + (Zr)*-h 

^^^iÿ^(/0’+Ç^Ci=^)'+etc.+const...(aio)C*]. 

Il  est  aisé  de  voir  que  n représentant  le  même  nombre 
que  précédemment,  cette  série  sera  divergente  tant 
que  n*  sera  <(«— i)(m— i)irjet  qu’elle  devien- 
dra pour  toujours  convergente  du  moment  que  ra*  sera 
> (n — i)(m — a)  Ix. 

Nous  trouverons  à l’article  2G7  , des  intégrales  par 

• ' x*'dx 

des  suites  infinies  des  memes  quantités  et  ^ 

qui,  à l’inverse  de  celles  (209)  et  (210)  , convergeront 
dans  le  commencemétt , et  divergeront  ensuite  à per- 
pétuité. 

Pour  faire  une  application  des  théories  développées 

dans  l’article  précédent  et  dans  celui-ci,  proposons— 

, x'"dx 
nous  d intégrer 

Nous  avons  X=  x“,  d’où 
X‘'=  (m+O^x", . . .XC^-0'  = (m-f-0^-x” 


[*]  Le  premier  terme  de  cette  st'rie  devrait  ftre  l [(ni  -t-  i)  /x]  ; 
mais  à cause  que  cette  dernière  quantité  est  = Hm  -t- 1 ) Hx  et 
que  /(m-4-i)est  une  quantité  constanU:,  je  l’ai  rejetée  dans  la 
aonsUDte  indéterminée  de  l’intégrale. 

[[ôqiiat. 

4 
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[ é^uat.  (6) , art.  uSa  ] , et  aubstituant  ces  valeurs  dans 

/jc^djc 

— £équat. 

(aïo)],  on^ 

rx-dx^^x^-^'  (m+0» 

J V^y  a ^(p-a)(p-3)'- 


(m+0^ 


(p— 2)(p— 3)(p 


=5''‘>’-+wV, <'*)-] 


(m+ 1 )/x-f 
. . (au). 


a“ 


(/x)’+etc- 


] 


. i-a.3...(p 

-f-  const . . . 

Si  7n=— - 1 , la  formule  précédente  se  réduit  à celle 

fxJJx)P  ~ (p-i)  {ixy-^ ’ 

ce  qui  au  reste  pourrait  se  déduire  à priori  de  la 
formule  différentielle  placée  sous  le  signe  d’intégration 

puisque  ^ =s  d.lx. 

Passons  maintenant  à l'intégration  des  différentielles 
exponentielles. 

a64-  Lorsqu'on  aura  à intégrer  des  différentielles  dans 
lesquelles  il  n’entrera  que  des  fonctions  de  quantités 
exponentielles  du  premier  genre  et  du  premier  ordre  , 
telles  que  celles  généralement  représentées  par  F(a-')c/x, 
les  intégrations  se  réduiront  à celles  de  simples  diffé- 
rentielles algébriques.  En  effet,  faisant  a*  =_y , d’oii 
dy 

dx  = , il  ne  restera  plus  qu’à  intégrer  la  diffé- 

^_rentielje  algébrique  f (y)  dy. 

W 

Par  exemple , soit  proposé  d’intégrer  la  différentielle 

u5 


«i.-» 


/ 
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exponentielle 

transformée 


INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

_ . 

Faisant  a*  = , on 


V^(i  -a«/ 


la 


fa/i  —y 


dont  l’intégrde  est 


donc 


Ya  ; 


/*  oFdx  X - . 

= ^arc  (sm  = a')  +const. 

a65.  Mais  si  la  différentielle  proposée  renferme , 
outre  les  quantités  exponentielles  , des  fonctions  al- 
gébriques, il  faut  recourir  aux  intégrations  réciproques, 
en  décomposant  la  quantité  proposée  en  deux  parties 
dont  l'une  se  compose  du  produit  de  la  différentielle  de 
la  variable  par  la  fonction  exponentielle  (*) , et  l’autre 
du  facteur  variable  algébrique.  Par  exemple,  soit  pro- 
posé d’intégrer  la  quantité  Xa^dx , dans  laquelle  X 
représente  une  fonction  algébrique  quelconque  de  x , 
nous  décomposerons  cette  quantité  en  ses  deux  facteurs 

a*  ’ ’ 

X et  o*dx,et  puisque  fa*dx^j^,  nous  aurons  par 
les  intégrations  réciproques  , l’équation 
Xû* 


fXa*dx=-j^ jj^fafdX 


la  ' 


.(a). 


(*)  Il  est  bien  entendu  que  si  la  différentielle  proposée  est  on 
polynôme,  on  ne  considSre  successivement  qu'un  seul  terme  lor»- 
que  les  quantités  exponentiellea  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  plusieurs 
termes  ^ et  que  si  une  même  quantité  exponentielle  se  trouve  dans 
pinsieiirs  termes , on  ne  considère  à la  fois  que  cette  partie  do  po- 
lynôme donné.  Il  est  très-souvent  pins  commode , même  dans  u 
dernier  cas,  d’opérer  successivciffeDt  sur  chacun  dCs  termes  du  ^ 
lynome  difféicoUel  proposé.  ^ 
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D‘uNE  seule  VARlABLÈi 
Soit  maintenant  fait 

dx^'dx,  dK'=X"dx,  dX"=:X’dx,  etc (i), 

ce  qui  donnera  par  des  substitutions  successives  dans 
I équation  (a)  , celle 


fXa^dx: 


Xo* 


ia  ^ la 
X'a 


IfX'^dx 


Xo»  X'n*  . 1 

~ la  + 

^ Xa*  I X^g^  I g, 

la  (/a)*  (Zû/  “■  > etc. 

donc  généralement , 

/Xa»d:r=^r X— J.  . 1 

la\^  la^(/a)“~^  + J 

-*fconst 

Si  a^  à la  base  e du  système  des  Jpgarithmesnatu- 
tels  la  formule  precedente  éprouve  une  simplification 
qu  11  est  bien  aise  a apercèvoir. 

Lorsque  la  fonction  algébrique  X de  ar  ne  renfer- 
mera que  des  puissances  entières  et  positives  de  cette 
dernière  variable,  il  est  clair  que  la  suite  (uiS)  sera 

finie  , et  qu’elle  s’arrêtera  au  terme  en  repré-  0 

eentantpar  m le  degré  de  X.  puisque^  comme  nous 
lavons  vu  a l’article  36,  la  différentielle  de  l’ordre 
m + » de  tout  polynôme  ne  renfermant  que  des  puis_ 
^ces  entières  et  positives  d’une  variable  a:  et  du 
degre  m , est  nulle. 

groupe  d’équation. 

(éj  de  1 article  precedent  nous  donnera 

X'tsmx'""',  X'  = 77i(  m— i)  x’"—*. . , 

a5..'  ’* 
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et  enfin  si  m est  un  nombre  entier  et  positif,  on  aura 


. XW=i.a.3 m; 

donc  la  formule  (ai 3)  deviendra 

jx  a^ax—^^^x  ...=C 

+ const, (ai4)i  • 

le  signe  supér^ur  du  dernier  terme  de  la  série  si  m est. 
un  nombre  pair,  l’inférieur  dans  le  cas  contraire. 

Si  m était  un  nombre  fractionnaire  ou  négatif,  il  fan* 
drait  supprimer  de  cette  formule  (ai  4)  le  dernier  terme 
tout  constant  de  la  série , puisqu’alors  les  exposans  et 
coelllciens  de  x ne  pouvant  jamais  devenir  nuis , la  série 
se  'prolongerait  indéfiniment , et  donnerait  une  simple 
approximation  tant  que  n représentant  le  rang  des  termes 
de  la  série  ( ce  que  noos  ferons  dorénavant  jusqu'à  ce  que 
nous  prévenions  du  contraire)  , onauraitx^a-j-a+^^n, 
lorsque  m est  un  nombre  fractionnaire , et  tant  que  m 
étant  un  nombre  négatif  dans  la  différentielle  proposée, 
on  aurait  xla  -f-  a + n , m étant  ici  pris  positive- 
ment. Ainsi  nous  voyons  que  si  m n'est  pas  un  nombre 
^ entier  et  positif,  l’intégrale  de  x^afdxnoit  donnée  que 
par  une  série  semi-convergente  qui  peut  faire  obtenir 
une  approximation  convenable  depuis  le  premier  terme 
de  la  série , jusqu’à  celui  où  la  convergence  se  change 
en  divergence,  surtout  si  l’exposant  m est  un  nombre 
fractionnaire  positif,  cas  dans  lequel  la  convergence 
s’étend  plus  loin  que  celui  où  m est  négatif,  ainsi  qu’il 
est  aisé  de  le  voir  par  les  deux  inégalités  de  condition 

pour  la  convergence  mentionnée  ci-dessus. 

« 

afiy.  Faisant  7»==  — i,  la  formule  (ai4)  nous 
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d’une  seule  tarixble. 


donne  celle 

/d*dx a* 

X xlt 


r J— i- 

xla  L*  ' ' (xlay  {xlaŸ 


• etc 


38g 

■] 


4"  const (21 5). 


Soit  O = à la  base  dn  système  des  logarithmes  na« 
turels , et  _y  = a*,  d’où 

. dx  iy 

X = /y  et  — = -f-. 

J . X yl^ 

s4ikitnant  ces  valeurs  dans  la  formule  (y  1 5) , on  a 

/|  = |C‘  + 5 + (fÿ  + ;^t«'] 

4-  const (316). 


Cette  série  semi-convergente  dans  le  sens  Inverse  de 
celle  (20g) , puisqu’elle  ne  converge  que  jusqu’au  terme 
où  /y  4-  1 cesse  d’être  > n , sert  concurremment  avec 
la  formule  (acg)  à trouver  l’intégrale  aussi  approchée 

qu’on  le  désire  de  ^ ; car  si  y raprisente  un  petit 

nombre,  comme  alors  on  sera  vite  parvenu  au  terme  où 
n'estXn — 1)6'»  servira  de  la  formule  (209)  ; et 

si  au  contraire  y représente  un  grand  nombre  , alors  le 
terme  où  1 4- {y  cesse  d’être  > n dans  la  forpiule  (21  G) 
étant  fort  éloigné  du  premier , on  aura  souvent  le  temps^ 
avant  d’être  parvenu  à ce  terme , de  trouver  l’intégrale 

de  ^ avec  une  approximation  suüisante. 

Faisant  ^ d’où  ' > . 

. dy=(m^i)  x’^dx  et'  (y=(n»4-i)^'*/ 
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3gO  ' TNTTÉGRATION  DES  FONCTIONS 
la  formule  (aiS)  donne  celle 


-f 


'x”'dx 

Ix 

(m4-i)/xL 

1 + 


(m+ 1)  Ix 

2.3  ^ 

[(m+i)/x']3"^  etc.  J+  con8t..,.(ai7)  > 

qui  c.st  encore  semi-convergente  en  sens  inverse  de 
celle  (aio)j  car  cette  dernière  commençait  à diver- 
ger et  finissait  par  converger,  au  lieu  que  celle  (317) 
commence  par  c«^verger  et  continue  de  même  juMI|’à 
ce,  que  (/n-f-  i)  /x  4-  j cesse  d'être  W 

268.  La  formule  semi-convergente  (ai5),  depuis  le 
premier  terme  jusqu  à celui  où  l'on  cesse  d’avoir 
xla  -f-  I '^n,  peut  être  rendue  semi-convergente  en 
sens  contraire,  en  développant  le  facteur  exponentiel 
en  série  , ce  qui  donne 


•t  intégrant  il  vient  l’équation 
'a^dx 


f' 


= /x  + /a.x+^‘- 

X ' ï.a  a 


ScP  ' 

♦f  -g  -g-  + etc-  4-  const (218)  ; , ; 

dont  le  second  membre  qui  diverge  tant  que  n’.-f-  xla 
est  < nxla  , devient  convergente  du  moment  que 
n*  4-  xla  > nxla.  ' 

Faisant  dans  la  formule  (a  1 8)  a = à la  base  dnsjrs- 


0 
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P’ONE  SEULE  VARIABLE.  ^ Sgt 
tème  des  logarithmes  naturels,  et^  = o*,  on  retrouve- 
rait la  formule  (acg). 

aSg.'Au  lieu  de  décomposer  les  formules  dilFéren- 
tielles  que  nous  considérons  depuis  l’article  s65,  comme* 
nous  l’avons  enseigné  dans  ce  dernier  article,  il  est 
quelquefois  plus  avantageux  de  faire  cette  décomposi- 
tion en  sens  inverse , c’est-à-dire  de  décomposer  la 
formule  proposée  en  deux  parties , dont  l’une  est  la 
quantité  exponentielle  seule  , et  dont  l'autre  est  la 
produit  de  la  fonction  algébrique  de  la  variable  par 
la  différentielle  de  cette  variable.  Par  exemple  , repre- 
nant la  formule  Xa'dLc  de  l'article  a65 , nous  la  dé- 
composerons en  ses  deux  facteurs  d*  et  Xdx  , et 
faisant 


[/Xd:r=:X',  fX'dx^X’,  /X*<ir=X*...]...(o), 
nous  aurons 

fXc^dx=X't^-~ldpL'à*dx^ 

= X'of  — ( /a  ) X"a*  4-  ( /a  )»  fX'a’dx 
= XV—  /oX'’d*  + {hy  XV  — {lay  fX-a’dx, 

et  ainsi  de  suite;  donc  généralement 

/Xo*ix=X'a*— /oXV-f  (^û)*  XV—(/a)3X’V....; 

..... .±(Za)»-‘X«Vq:  {lay  fXi'a?dx (aig), 

les  signes  supérieurs  lorsque  q est  un  nombre  impair , 
les  inférieurs  dans  le  cas  contrairé. . 

Appliquons  cette  formule  à la  recherche  de  l’inté^* 

grale  de  , en  considérant  m comme  un  nombre 

JU 

entier  et  positif.  Nous  avons  dans  cet  exemple  •> 


4» 


Sga  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

et  les  équations  groupées  en  (a)  nous  donnent  succès* 

sivement  celles 


#X'  = 


X"= 


(m — (m — i)(u» — * 
et  enlin,  puisque  m est  un  nombre  entier  , 


XC™-0'= . 


I . a 3 (m— i)  x’ 

le  signe  négatif  lorsque  m est  un  nombre  pair,  le 
.signe  positif  dans  le^  cas  contraire. 

- Substituant  ces  Taleurs  dans  la  formule  (aig)  , on  a 
celle 


{la)x  (/a)*x* 

' (m— -2)(m— 3) 


ra^dx  _ — r 

J Jd"  ~~  (m— Ox^-^’L* 

•■••'XÇ'n— 2)  (m— 3)...iJ 

ilà)”-'  . rà^dx  , , 

-i 5 ;« T / (aao), 

i.a.3....(m — i)  J X 

t L> 

dans  laquelle  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  la  valeur 
du  facteur  intégral  du  dernier  terme,  laquelle  est  donnée 
par  l'équation  (ai8). 

t La  série  comprise  entre  les  crochets  étant  finie , et 
celle  donnée  par  l’équation  (ai 8)  devenant  pour  tou- 
■‘jours  convergente  du  moment  que  n*+x/a>.  nxla 
^ ( art.  2G7  ) , il  est  clair  que  la  méthode  d’intégration 
**  Q^dcc 

enseignée  dans  cet  article  pour  intégrer  , est  de 

beaucoup  préférable  à celle  de  l’article  a66,  qui  ne  nous 
aurait  donné  cette  intégrale  que  par  une  série  semt» 
convergente  qui  divergerait  du  moment  qu’on  aurait 
x/o + a <1  m -f- rt  ( art.  aGS  ). 
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' R70.  La  quantité  exponentielle  a*  pouvant  se  déve- 
lopper en  une  suite  indcGnie  i+xii-f-etc.,  il  est  évident 
que  Ion  a une  troisième  méthode  d’intégrer  la  formule 
générale  Xxr’dx,  à laquelle  nous  ne  nous  arrêterons 
pas  , parce  qu’elle  ne  présente  aucune  dilRcuIté.  Mais 
qette  méthode,  ainsi  que  les  deux  précédentes  (art.  266 
et  268  ) , ne  sont  pas  toujours  les  voies  les  plus  simples 
pour  parvenir  au  but  qu'on  se  propose  d’atteindre  , et 
quelquefois  même  elles  entraînent  dans  des  longueurs 
dont  on  a beaucoup  de  peine  à se  tirer;  il  faut  dans  ce 
cas  là , que  le  calculateur  cherche  à obvier  à cet  incon- 
vénient par  quelque  artifice  qui , bien  souvent  , se  pré- 
sente naturellement  et  sans  un  grand  effort  d’imagi- 
nation. En  voici  un  exemple. 

%}ccs^  dx 

Soit  proposé  d’intégrer  la  formule 

Faisons  y=  i -f-  x,  d’où  dx  = dy  et  x—y  — h} 
nous  aurons  donc  à intégrer 


{y — 6)  a?~^dy 

y 


ou 


^dy  __  bardy-^ 


bafdy 


.(«). 


Mais 


d’où 


J hay  _ haflady  bà>dy 

y'  * 


J r^=hicf^ 


bay 

T 


J J* 

ainsi  l’intégrale  de  (a)  est 

' 

Or , la  valeur  de  J'~~'  ®st  donnée  par  la  formule 
(a  18)  ; on  aura  donc  par  une  simple  substitution,  et 


a 


% 
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sans  beaucoup  de  peiae , une  intégrale  très-convenabla 

de  la  formule  proposée.  ^ ‘ • 

SI  l’on  fait  b=ii  et  a = à la  base  e du  système  des 
logarithmes  naturels , alors  l'intégrale  (b')  se  réduit  à 

donc  remettant  pour  y sa  valeur  i + x,  on 
trouve 


/, 


xe*dx  c* 

(i  -j-xy  X -f-x 


+ const (23  x). 


ayi.  Nous  terminerons  nos  recherches  sur  les  in- 
tégrations des  quantités  exponentielles,  par  celle  do 
l’intégrale  de  la  formule  différentielle  et  exponentielle 
du  second  genre  x"*dx. 

Développant  cette  formule  en  série  indéEnie , on  a 
la  suite  de  termes  différentiels 

qui  tous  s’intégrent  par  le  moyen  de  la  formule  (aoy) 
[|art.  n6ij.  Effectuant  ces  intégrations  et  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  ascendantes  de  Ix , on  a 


fi— 

m‘x‘ 

m*x* 

T 

1 3, 

—55 

*ctc.  ix 

+ - f 

"'l  , 

^ 1 

h' 

si 

A 

m*x^ 

>ctc>  \x*lx 

> l 

.2  3» 

4’" 

5* 

"55 

J 

-L.  21  1 

“'l  , 

m’jr’ 

m*x* 

1 i-a  1 

J 4*  ■ 51 

y 

+--  ( 

“i  m.r 

m‘x‘ 

.4  5*  ^ 

7*  "" 

"T* 

-h  etc. 


Si  la  'différentielle  proposée  pour  intégrer  est  de  la 
forme  x”^'*''’dx,  il  est  évident  qu’on  n’aura  qu’à  mul-; 


* 


m 
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tiplier  le  développement  (o)  de  af'^dx  par  xf,  et  oa 
aura  une  suite  indéfinie  dont  le  premier  terme  sera  x^dx 


qui  a pour  intégrale  et  dont  tous  les  autres  termei 

p-j-i 

• intégreront  comme  précédemment,  par  le  moyen  de 
la  formule  (207)  [art.  261]]. 


CHAPITREE  V. 


De  l’intégration  des  fonctions  circulaires^ 


aya.  IVkpr<sentant  par  X une  fonction  algébrique 
quelconque  de  x , et  par  Ç un  arc  de  cercle  dont  le 
einus  ou  toute  autre  ligne  trigonométrique  est  x*; 
nous  nous  proposerons  d’abord  d’intégrer  la  formula 
Hldx. 


Faisant /X<£r  = X',  nous  aurons,  par  les  in^pra- 
tions  réciproques , l’équation 

fX^dx~X'^—fX'd^, . . .(223). 

Or,  de  a pour  valeur  une  fonction  différentiélle  algé- 
brique [équat.  (19) (26)  , art.  163  ",  donc  l’inté- 

gration de  la  différentielle  proposée  est  ramenée  à 
celle  des  fonctions  différentielles  algébriques. 

Par  exemple,  soit  X = x",  ce  qui  donne 


X'  = 


X" 


n+i’ 


donc  substituant  à la  place  de  X'  cette  valeur  dans 
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l’équation  (9a3),  et  successivement  à la  place  âe  ^ lès 
«rcs  que  représente  cette  lettre  , on  aura  les  équations 

fx*dx  arc  ( sin  =*  x) 


= — \ — arc  ( sin  = X ) 
n-f-i  ' 


n+ 


1 r x’^'dx 

fl  J v'(,i—xx) 


fx"dx  arc  ( tang  = x ) 


^+1 


_! rx 

ï 


•x»-*-'<ix 


n-^ij  i+xx 
fx”dx  arc  (rféc  = x) 

x"’*''  , , • . I /*  x"-*-'dx  l 

( «c  = ^) 

fx”dx  arc  (sin-ver =x) 


=— arc(sm-ver=x). 


kf, 


x^'dx 


...(ao4): 


y (ax-xx)  ^ 


Mettant  respectivement  dans  les  troU  premières  équa'^ 
tions  de  ce  groupe  les  quantités  arc(cos=:x), 
arc  (cot  = x)  et  arc (coséc=:x)  à la  place  de 
arc  (sin  = x)  , arc  (tang  = x ) et  arc  ( séc  = x)  ; 
en£n  changeant  le  signe  — des  derniers  termes  en  celui 
-f,%n  aura  les  intégrales  de  x*<fxarc  (cos  = x)  « 
x"dx  arc  (cot  = x ) et  x'dx  arc  ^oséc  = x). 


Soit  n = 3 , ce  qui  nous  donnera 

I ! Z*'  X^dx 

/x*dxarc(ffln=x)=-x<aiic  (sin=x) — - ■, 

4 AJ  Y i-xx 


et  substituant  à la  place  de  cé  dernier  terme  intégral 
«a  valeur  donnée  par  l’èquation  (i5i}  Qart.  il 

viendra,  toutes  réductions  faites, 

yx^^arc  (sin==x)ï=:-^[4** — J)arc(sin  = x) 
-f  xx**+.t)  j/r  — xx3  + <5onst. 
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' Mais  si  n= — i , alors  les  formules  (a2<0  peuvent 
plus  servir  , et  on  y suppléera  aisément  en  faisant  atten- 

/dx  ^ 

étant  = éx,  1 e^ation  ^32^ 
donnera  successivement  celles 


J*  ^ axe  ( sin  = X ) 


dxlx 


/di 

J'^  arc(tang  = x) 


/ 


dx  . , ^ 

— arc  { sec  =:  X 1 

X 


(aaS). 


I ^ ^ r 

=:  IX  arc  ( sec  = X J — / — ..  — 

J xl/x'-i 


l/^ 


/dx  , . 

— arc  ( sm-ver  = x ) 

Ix  arc  (sin-ver=x)  — - , 

J yax-xxj 

On  ne  peut  avoir  ces  intégrales  qu’avec  approxima-* 
* tion  , par  les  développemens  en  suites  indéfinies  de» 
derniers  termes  des  équations  (aaS)  ; car  si  pour  inté- 
grer ces  derniers  termes , on  se  servait  de  la  formule 
.(soi)  Cart.  s6i  3 , on  parviendrait  à des  équations iden- 

djclcc 

tiques.  Par  exemple , pour  intégrer  ■ — ■ , on  a. 


V/ 1— XX 


X = 


Ÿ 1 — XX* 


â’oé 


Digilized  by  Coogle 


1 


SgS 

et 

donc 


INTEGRATION  DES  FONCTIONS 


«'=/• 


, ^rfxarc(sin  = a:)  _ 

X * 


’dxarc(sin=.T) 


et  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équatioit 
du  groupe  (3a5),  on  parvient  à une  équation  iden- 

djC  f , 

tique  ; mais  développant  en  série,  l’équation 

Y 1 — *xx 

en  question  deviendra 

/dx  arc  ( sin  = X ) , , . . , 

^ — Ix  arc  (sm  = x)  — fdxlx 

— i fx^dxlx  — • I fx^dxlx  — etc. , 


et  il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  terme.s  du  second 
membre  de  cette  équation  , s'intégreront  aisément  par 
le  moyen  de  la  formule  (ao3)  []art.  abij. 

273.  Représentant  par  X une  fonction  algébrique 
de  X , et  par  ^ un  arc  dont  la  ligne  trigonoraétrique 
est  une  fonction  algébrique  quelconque  de  x , propo- 
sons-nous d’intégrer  la  formule  différentielle  circulaire 
X^"dx.  • - 

Différentiant  ^"fXdx , on  a 

d C I yXdx  ] = ^"Xdx  4-  n^-'d^fXdx. 

Prenant  dans  cette  équation  la  valeur  de  X§*dx , et 
intégrant  l’équation  résultante  , on  a 

/Xç'dx  = — n/(  Ç— d§/Xdx  (û). 


I 


I 
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Soit  fait 

pLJx=x.'i  r/x'Jx=x.'j  f/xvx=x,i 



Le  premier  couple  d’équations  en  (b)  réduit  celle  (a)f 
i la  forme 

= n /X'^*- dx (c) , 

d’où  l’on  déduit  successivement  les  équations 
/X' dx  = X4»- — (n— 1 ) /X*  , 

/X"$"-»dx  = Xai»-*—  (n— 2)  /X*4»-^dx , 

^XC-0'^dx  = X„|  — X.+.. 

Or,  le  facteur  intégral  du  dernier  terme  de  chacune 
de  ces  équations , à commencer  par  celle  (c)  , étant 
le  premier  membre  de  l’équation  qui  la  suit  immé> 
diatement , on  aura , par  des  substitutions  successives , 
l’équation  générale 

pCf  dx=X4«— nX.?— +n  (»— 0 Xs^"— 

— n(n— i)  (n — 2)  X^,!""^. . .±1.2.3..  .nX,+, 
-f-const (226). 

Cette  intégrale  n’est  finie  que  si  n est  un  nombre 
entier  et  positif  ; dans  le  cas  contraire , il  faut  supprimer 
le  dernier  terme  de  Informulé  (236),  et  la  série  se  pro- 
longe indéfiniment 
Soit  fait 

X = 1 et  I =:  *c  ( sin  = x)  ; 
alors  les  équations  en  (é)  donneront 

X,  = X,  d’où  X'  = . ^ 

yi — XX  . 


I 
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donc  X»=— -V^i — XX,  d’où  X'ss  — i; 

'donc  Xs= — X,  d’où  X*=  — — 

V^l XX 

donc  X^  = y/ 1 — XX , d’où  X'”  = i ; 

i 

ce  qui  peut  se  continuer  indéfiniment  sans  autres 
calculs;  puisque  de  quatre  en  quatre  les  mêmes  résultats 
se  reproduisent  avec  des  signes  contraires.  > 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (auG) , on  a 
/[arc  (sin=x)3*dx  = x^arc  (sin  = x)]“ 

-f-n  \/  i-xx[arc(sin=x)]"-*— rt(n-i)x[arc(sin:||z;)]« 
— n(it— i)(n^a)  y/ 1— xx  [arc  (sin=x)3"“^-^etc. 

+ const (227).  ^ 

Cette  série  qui  est  finie  lorsque  n est  un  nombre  en- 
tier et  positif , a pour  dernier  terme  ± 1 . 3 . . . . «x , 

ou  ± 1 . 3 «y/ i — XX , suivant  que  n est  un  nombre 

pair  ou  impair. 


Faisant  ^ = arc  ( tang=  x)  et  toujours  X = i , on  ne 
pourra  avoir  l’intégrale  exacte  de  [arc(tang=x)]"dx, 
en  supposant  même  que  n est  un  nombre  entier  et  po- 
sitif, qu’en  tant  que  n sera=  1.  En  effet,  d’après  les 
valeurs  de  X et  les  équations  groupées  en  (i)  donnent 


X,  = X , X»  = i Z ( 1 + XX  ) , 

1 /*(? c / ( 1 -f- x'Sc ) I rxdxl^i  xx) 

a J i+xx  a J x(i+xx) 

_i  /*/ ( 1 -f-xx)  d./(  t -f-xx) 

~4J  X * 


et 


» 
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et  {aisànti  (i  +x’x)r=Vj  d’où  x = — i , on  aura 

X,=i 

4 J ^/g/ — 1 

intégrale  qui  ne  peut  s’obtenir  que  jrar  les  séries  indé- 
finies. .Ainsi  tant  q>ie  X3  se  trouvera  dans  le  calcul , 
ce  qui  aura  lieu  si  /»  > 1 , la  formule  (fraS)  ne  pourra 
donner  exactement  l’intégrale  demandée.  Mais  si  n~i, 
alors  l’équation  (596)  ayant  son  second  membre  qui 
se  réduit  aux  deux  premiers  termes,  on  aura  exacte- 
ment • 


/arc  ( tang  = x)  dxz=z  x arc  ( tanj||k x ) 
— î é ( 1 -{-^xx  ) const. 


Le  lecteur  pourra  s’exercer  à des  recherches  sem- 
blables en  faisant  X = 1 , et  donnant  à ^ d’autres  va- 
leurs analogues  à celles  que  nous  lui  avons  données  dans 
les  exemples  précédens.  ^ 

274.  Mettant  mx  à la  place  de  x dans  les  équations 
(i2),(i3),  (16),  (:y),  (i4)  et  (i5)  [art.  i3  , i5 
, Ét  i4  ] on  a 


d . sin  mx  = mdx  cos  mx 
mdx 


d . tang  mx  = 


cos'/nx 


Kl  . , mdx  tang  mx 

^ d . sec  77IX  = !:: 

cos  mx 

A 

d.cosmx== — mdx  sin  mx 

# 

d.cot;7ix=« 


mdx 


d>cosécmx=:  ■ 


sin“mx 
mdx  cot  mx 


sin  m.f 


•(«), 
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et  intégrant  il  vient,  abstraction  faite  de  la  constante  , 


Jdx  cos  mx  = 

fdx  sèc^mx  = 

* 

(irtang/rur 

cos  mx 

fdx  sin  mx  x= 

fdx  uaéc^Tnx  = 

d^Kcit  mx 

sinmx 


sin  mx 
m 

tang  mx 
m 

téc  mx 
m 

cos  mx 
m- 

cot  mx 
m 

coséc  mx 
m 


.(aa8). 


275.  L’analyse  des  fonctions  circulaires  conduit  aux 
théorèmes  suivans  : 

sin  [(m+i)x3-}-8in  [](m — i)x3=a sin mr  cosx 
fin  C(m.+0^’] — [(m— i)x3=asin.rcosmx 
cos[|(m — i)x3-j-cos[(m-f-i  )x]=ï2  cos  x cos  mx 
cos[^(m — i)x3 — cos[^(m-f-i)x3=3  sinxsin  mx 

Multipliant  ces  équations  par  ^dx , intégrant  en  s’aidant 
des  deux  premières  équations  du  groupe  (228)  , et  pr^ 
nant  ces  intégrales  de  manière  qu’elles  s’évanoulssenl 
lorsque  x = o , on  a complètement  , 

• ^ : • 

t’]  Voyez  U Géométrie  de  Legendre , art.  a8  de  la  Trigo- 
nométrie. 


(«)[*]. 


P 


■# 
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4QJ 


’l—L  J ; 


, fdx  sin  mx  cos  x 
m i Pço.s[(m^i).r^  cos[^(m-i)  r3~ 
m“— I aL  m-f-i  / 

I» 

fdx  sin  X cos  mx 

ipcos[(m-i)r3  , cos[(m->-i)j3'~)  i 1 

aL  >n — 1 m-f-i  J m’ — il 

^ fdx  CO»  X cos  mx 

1 Psin  C( 0 I sin  [(  oi  — i ) x]~ 

“~aL  m + 1 m- 


(229)  ■ 


fdx  sin  X sin  mx 

1 rsin[(m  — 1)  J 3 sin  [(  m 4-  1 ) ,r']~j 

al_  m — 1 ^ m-fi 

376.  Substituant  respectivernent  p et  nx  à la  place 
de  m ét  de  x dan»  la  premiire  équation  du  groupe 
(aag),  on  a 

. P 1 PcosTfo  4- 1)  nx1 

. nfdx  smpnx  cos  nx  = — - - ^+7— 

■ («). 

P— 1 . J. 

* ' J 

Faisant  p/l  = 7n  , d’où  p = — , et  substituant  cette 

valeur  de  p dans  l’équation  (a)  , on  a la  première  du 
groupe  suivant  (a3o)  j les  autres  équations  de  ce 
groupe  se  trouvent  par  un  procédé  semblable , 


ab‘. 
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/Hx  sin  mx  cos  nx 

^ »rcos[(m+n)x]  cos[(fft-n)x]~l  . 
‘-n-‘__aL  m+n  m—n  _}j 

fdxcos  771XCOS  lir 


m 


^ r sin  C(m  + n)3;3  sin  [(m— n)  (a3o)[*]. 

al_  m-f-re  m—^n 

fdx  sin  mx  sin  nx 
' 5— 1 F sin  [(tw  — n ) j:'] sin 

aL  771  — 71  77»-f-7l  ~J, 

377.  Passons  a l’intégration  des  formules  dx  sin"*jc 
et  dx  cos^x , 771  étant  un  nombre  quelconque  positif 
ou  négatif.  Ecrivant  la  première  de  ces  deux  formule» 
sous  la  forme 

ïiii  • 

— ( i — cos*x  ) a J cos  X , 
développant  ce  binôme  et  intégrant  terme  à terme,  on* 

/ dx  sin^x  = const  — cos  x I i — cos’x 

1 .(,3. 

' ' a+.a.o.4.9  • J ' 

Le  terme  général  de  cette  série  est 

a"~‘.a.3.4 (n — 1)(2« — i)  ''  ^ 


t*]  Nous  n’avons  j>ns  eu  égard  h la  seconde  équation  di^gronpe 
(aa9) , parce  qu’il  est  évident  qu’elle  reproduirait  une  éqnatîon  seni* 
Llabic  h là  première  de  coigroupc,  ca  mettant  tti  à la  place  de  « et 
xéciproquement. 


i 
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Si  m est  un  nombre  entier  , positif  et  impair,  la  série 

(a3i)  est  finie  et  son  dernier  terme  est  rh  — cos”*~'x 

I . . ' m • 

le  signe  + « m — i est  un  nombre  doublement  pair , 
le  signe  — dans  le  cas  contraire.  En  eEFet,  la  série 
ne  peut  finir  au  n'^*  terme  (a),  qùe*dans  le  cas  où 
le  dernier  facteur  m — an-f-i  du*  numérateur  du 
coefficient  du  terme  suivant  sera  = o , c’est-à-dire 
quonauram=27i-*>  i,  ce  qui  réduit  la  formule  (a) 
à celle 

£a(n— i)].[a(n— g)~]...ra.5ir3.airg.i7  ^ 

a—* . a . 5 . 4 . . . (n-2)  (n- 1 ) . m ' 

Mais  le  nombre  des  facteurs  renfermés  entre^  crochets 
est  n 1 , et  chacun  de  ces  facteurs  est  lui-même 
multiple  de  a;  donc  la  formule  précédente  est 

— 0(n — a). . .5.2~I  gos"*-** 

C08--X  = __ 

J 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Exemples  I.  Intégrer  dx  sir?x. 

On  a m = 5,  et  substituant  cette  valeur  dans  l’équa- 
tion (a3i) , il  vient 

fdx  8in*x  = const  — cos  X [i  ~ i cos»x-f- 1 cos^x  ]. 

II.  Intégrer  . 

, ]/sinx 

Faisant  m = _ i , U formule  (aîi)  donne 
f\/ànlc  ~ E'  À ë 

3.7.11^  fi  . 3.7. 1 1 . i5  . T 

,.  3.4.9 

« 
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■378.  De  même  oa  a ■' 

m — ! 

fdx  cos^r  = / ( i — ïin*j:  ) * (Z  sin  x ) 

donc,  sans  faire  aucun  calcul,  il  est  aisé  de  voir 
Çu’on  aura  l’intégrale  de  dx  cos'î'x  , en  substituant  dans 
la  formule  (23 1) , fin  x à la  place  de  cos  x , et  vendant 
positif  le  facteur  de  la  série,  ce  qui  donne  * 


fdx  cos"'x  ==  const  + sin  x j~i* — 


m — 1 


(m — l)(nr — 3) 


■ • l 


(m- 


2.3 

1 )(m — 3)(m — 5) 


Sin’x 


a^.2.3.7 
. .(232). 


a* . a . 5 

Si  77»  est  un  nombre  entier  , positif  et  impair  , la  séria 

',1e  signe 


sin" 


est  finie  et  son  dernier  terme  est 

. 

positif  si  77»' — i est  un  nombre  doublement  pair  , Jê 
signe  négatif  si  77»  — 1 est  simplement  pair  , ce  (^ui  se 
prouve  d’après  un  raisonnement  semblable  à celui  de 
l'article  précédent. 

Les  formules  (aSi)  et  (aoa)  que  je  crois  nouvelles, 
sont  les  plus  générales  connues , puisqu'elles  donnent 
les  intégrales  de  dx  sin"'x  et  de  dx  cos'"mr , quelle 
que  soit  la  valeur  de  77».  Il  est  vrai  qu’avec  ces  formules, 
l’on  n’obtient  les  intégrales  demandées  par  une  suite 
finie  de  termes , que  si  m est  un  nombre  entier , po- 
sitif et  impair  ; et  dans  ce  cas-là , elles  ont  encore 
l’avantage  sur  toutes  les  autres  formules  connues.  C’est 
donc  seulement  dans  le.cas  où  m est  un  nombre  entier  , 
positif  et  pair , que  les  formules  (201)  et  (a32)  perdent 
leur  avantage  sur  celles  que  quelques  géomètres  ont 
déjà  démontrées  , et  que  par  cette  raison  je  vais  faire 
conniaitre. 
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379,  Faisant  J =ain  x , d’oÀi  dx=  , onaura 

ymjy 

dx  sin’”x  — •, 

K i-J* 

donc  si  m est  un  nombre  pair,  la  formule  ( i5t) 
[_  art.  2®3  ] donnera*  tout  de  suite , en  mettant  pour  y 
sa  valeur  sin  x , ' 

rsin"-‘x  , (m— Osin^-’x 
fdx  sin"x  = const  — cos  x | — - :Z^)— 


L_  m. 

(m— i)(m— ?)sin'— 5.5.7....(m— 1)  ?in  x 
m{m — 2)(m — 4)  ’’  2.4-6...m 

1.3.5...  .(m— ri)  X 


] 


+ 


2.4.6 m 


.(233), 


et  si  m est  un  nombre  impair  , la  formule  ( l53  ) 
l^art.  2223  donnera  ‘ 


fdx  sin' 


Lsin^—'x  , 

T 

m 


X (m — Osin^—’x 


....+ 


m m (m — ^2) 

4.6. . .(m — i)sin*x 


3.5. ...TO. 


(m — 0(m — 3)  sin"*  *x 
' m (m — 2)(m — 4) 

-f Z-r (234). 

380.  Puisque  faisant  9/  = coi”*x  , on  a 

—y*^y 


dx  cos"*x  = 


1/(1 -y)’ 


il  est  clair  que  pour  avoir  les  intégrales  de  dx  cos^x 
dans  les  cas  de  m nombre  pair , et  ensuite  nombre 
impair  , il 'faudra  ihanger  dans  les  formules  (a33)  et 
(a34)  cos  X en  sin  * , et  réciproquement  ; ensuite 
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rendre  positives  les  sùies , on  amadoue  pour  m nombre 
pair , ^ 

_ . r~cos'"~*-’ 

s^x  = sin  X I - 


fdx  cos" 


L rn 


(jn — i)(m — 5)  cos"'~^x 
1 .3.5.  ■ . (m — i)  X 


C'” — ')  cos'"~^x 

m (m — a) 

^ • (m — i)cos  X 

Ü.4-S.  . .771 

-h  const. . .,.(255), 


2.4.6 771 

Nous  avons  donné  au  terme  transcendant  de  cette 
formule , et  qui  est  identique  avec  celui  de  lafotmule 
(233) , le  même  signe  que  dans  cette  dernière  , quoi- 
que celle-ci  et  la  formule  (n35)  soient  les  intégrales 

d’une  même  quantité  , prise  avec  des  signes 

y 

contraires,  r 

Voici  la  raison  qui  nous  a fait  agir  de  cette  manière. 

Représentant  par  A le  facteur  constant  ’ ‘ 

2 . 4 .... m 

du  dernier  terme  de  l’intégrale  de  -IT-y  ^ on  a on 

, . 

dernier  terme  qui  est  — A arc  (sin=^)  ; or  y z=  cos  x ; 
donc  arc  (sin  =y)c=àrarc  qui  a pour  sinus  le  cosinus 
de  x=  100°—  X , d où  ils  ensuit  que  le  dernier  terme 
de  l’intégrale  de  dx  cos^x  doit  etre 

— A(ioo»— x)  = — -Ax  100°+ Ax.  . 

Mais  le  terme  constant — A X 100°  est  compris  dans 
la  constante  indéterminée  de  l’intégrale  j donc  il  ne 
reste  plus  que  le  terme  variable  et  positif  Ax  ou 

1.3  5 (m — i)  X • 

iï.'jVS. . .771 ’ (jne  nous  rayons  écrit  dans 

la  formule  (23,5), 
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D UNE  SEULE  VARIABLE.' 
Pour  m nombre  impair,  on  a 


rj  m - F cos" 

jdx  cos”x  = sin  X 

L n 


X (m— i)  cos"*~’x 

~ T' 


m m (m — 3) 

•+  i.5.5...m  J + (a36). 


..«081.  On  peut  encore  trouver  les  intégrales  de 
dx  siu^x  et  de  dx  cos"'x , lorsque  m est  un  nombre 
entier  et  positif,  par  des  suites  finies  de  premières 
puissances  des  sinus  ou  cosinus  d’arcs  multiples , ce  qui  * 
très-souvent,  est  beaucoup  plus  commode.  ^ 

L’analyse  algébrique  appliquée  au  calcul  des  lignes 
trigonométriques,  donne  dans  le  cas  de  m nombre  pair. 


G 


sin^x  = ±:  — ^ | cos  mx  — — cos  ( m — a ) x 

H cos  (7n-4)x..Æ— icosax 

i.a  <.  -1-  i.a...im — i 

,v  “ 

, 1 .3.5. . ..m— 1 , . 

+ „ , g — — — (a), 

les  signes  supérieurs  lorsque  m est  un  nombre  dou- 
blement pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

Et  dans  le  cas  de  m nombre  impair , on  a 

sin^x  = ± — î — 1 sin  mx  — — sin  (m  — a)x 
a"’—'  L 1 ' 

sin  (m— 4)x. . . .rp  — ^ — , , ■ sin  3x 

1.3  ' ^1.3 5 (m — 3) 


m(m — 1) . . . .|  (m-f-3) 
’ 1 ,a i(m — i 


■(»)■  ' 
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Jes  signes  supérieurs  lorsque  m— i est  un  nombre  dou- 
blement pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  conti'aire. 

Multipliant  les  équations  (a)  et  (b)  par  dx , et  inté- 
grant , on  a pour  m nombre  entier  positif  et  pair , 

fdx  sin^j;  = ± -■]■■■,  — sin  mx 

J a"*-‘  Lm 

m 771  (r?i — ))  . 

7 rsm  (m — 2.}x-j ^ ^smfTTi — 4J* 

l.(77t— 2)  ''  ' 1.2.(771—4)  '• 

» _ 771  (771— l) (i  771  + 2)  

■#  ï-2 (iTTl— 1).2  J 

, 1.3.5..  .'.771 1 , , - » 

+ 3:4:6."... .771^  + > 

les  signes  supérieurs  si  m est  un  nombre  doublement 
pair  , les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

Enfin , pour  le  cas  de  m nombre  impair , on  a 
fdx  sin^x  = rp  . I — cos  mx 

3'"“*  l_771 

771  , ...  771(771 1) 

7 T cos  ( 771  — 3 ) a:  H + + cos(77i— 4)x 

i,(m — 3)  1.2.(771 — 4) 

_ 771  (771—1) ï(«l+5)  ■ 

• • • • 1.3..:.  +'(771-^ 

± COS  .r"l  + const. . . .(238) . 

J 

le.s  signes  supérieurs  si  771—1  est  un  nombre  doublement 
pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

382.  L’application  -de  l'algèbre  à la  géométrie  con- 
duit aussi  aux  équations , 
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\ 

pour  m nombre  positif  et  pair  , 

m r"  , ^ ^ ’ 

cosrx  I cosmx+ Y"  <^0*  * 

-j ~cos(mr-4)x...-i i — 'cosn.r  | 

i.a  i.a (jm— i)  J 

X .3.5. . . mr—i 

+•4.6 m (“>■ 

* 

pour  m nombre  positif  et  impair , 


cos'^x  ; 


: — — I COS  mx  + — 00s  (;ti— -2)  X. 

2"‘-‘  L ^ 1 ^ ' 

m 3^ 

i . 2 . . . . , (m  — 3 ) 


.(è). 


m(^-Q..  H 

1.2 ïCffl— O J 

Multipliant  ces  équations  (a)  et  (i)  par  dx,  et  intégrant, 
il  vient,  ^ 

* pour  m nombre  positif  et  pair , 

, — II"!.  xn  . , . 

f cos’^xdx  = —s:;  I — sin  mx  -f ; r sin  (m— 2)x 

•'  i.(m— 2) 

m(m— i)  . , , m(m-0-  (ï"i-f-5.)„ 

Vi  .2;(m-4)  i.2...  (i/7i — 1)  2 


sin  2x^ 


+ 


1.3.5..  .(771 — 1) 


— —3 x + const (aSg); 

2.4*0 m 

pour  m nombre  positif  et  impair, 

f cos”'xdx  =-^  I — sin  77lX^ — 7 sin  (m — a)  x 

ü'"~'  L'ri  1 • (771 — a) 



1 . 2 ....  i (m — a) . 3 

■ sin  x]+  const (240)'. 


1 .a. . . .5(771 — i) 
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4i2  ixtégration  des  fonctions 
a83.  Je  ne  vois  qu’une  manière  assez  simple  d’in-^ 
tégrer  la  formule  dx  tang^x,  et  la  voici. 

Soit  y = tang  X , d’où  dx  = trans- 

forme  la  formule  proposée  en  celle  algébrique  ; 

or,  si  m est  un  nombre  positif  et  pair,  la  ftrmule  (i5a) 
(]art.  221  ] donne  tout  de  suite  ^ en  faisant  les  substi- 
tutions convenables , 

fdx  tang^x  = tang"'"*x  — ; 


(m — 3)  tang’x 


(m — 5)  tang^x  (m — 7)  tang®x' 

les  signes  supérieurs  si  m est  un  nombre  doublement 
pair,  les  signes  inférieurs  dans  le  cas  contraire.  * 

Si  m est  un  nombre  positif  et  impair,  il  est  évident 

qu’alors  la  transformée  ^ de  la  proposée  étant 

dans  le  troisième  cas  d’intégration  immédiate  (art.  21 3), 
on  pourrait  avoir  l'intégrale  demandée  par  ce  moyen. 
Mais  je  crois  plus  simple  de  ramener  l’intégrale  de  la 

transformée  à celle  de  dont  l’intégrale  est 

\ é(i-f-^’‘)>parle  moyen  de  la  formule  (i5o)[^art.  218]» 
et  ensuite  de  substituer  dans  le  résultat  obtenu , la 
quantité  tang  x représentée  par  y , ce  qui  donner» 
pour  le  cas  de  m nombre  positif  et  pair. 


V 


» 
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fdr  tangua:  =*- 


.tang'""'^ 


tang' 


m—3. 


tang' 


m— 5 , 


m — i 


m — 3 771 — 5 

. , . .rp rt  l séc.  X + const (24^) , 


i 2 , 


les  signes  supérieurs  si  m — i est  un  Aombre  double- 
ment pair,  les  inférieurs  dans  le  cas  contraire. 

fl84-  Faisant  x=  100°  — z,  d’où  dx  = — , f$ 

mettant  toujours  x à la  place  de  a,  il  ne  sera  néces- 
saire, pour  obtenir  l’intégrale  de  dx  cot"x,  que  d’écrire 
dans  les  formules  (24*)  (^4^)  > cota  la  place  de  tang, 

et  de  changer  Içs  signes  de  tous  les  ternies  en  fonctions 
algébriques  des  lignes  trigononiétriques.  Mais  lorsque 
m est  un  nombre  pair  , il  faut  laisser  le  terme  trans- 
cendant ±:  X tel  qu’il  est  dans  la  formule  («40’.  car 
(100” — x)  =rp  100*  ± X ; or  qr  ico“  entre  dans 
la  constante  indéterminée  -,  donc  il  ne  reste  plus  que 
le  ternie  ±:  x.  a 

Si  m est  un  nombre  impair^  il  sera  plus  convenable 

de  mettre  rh  / sin  x à la  place  de  / coséc.  x. 

« 

a85.  11  est  à propos  d’observer  que  les  intégrales 
de  dx  sin"'x  et  de  dx  cos^x  sont  transcendantes  ,lors- 
qiiÿ  m est  un  nombre  pair , mais  que  si  m est  un  nombre 
impair,  ces  intégrales  sont  algébriques,  au  lieu  que  les 
intégrales  de  dr  tang^x  et  de  dx  cot'"x  sont  toujours 
transcendantes  dans  les  deux  cas  de  m pair  et  impair. 

28G.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer  la  for- 
mule dx  sin'"x  cos"x , l’un  des  deux  exposans  m et  n , 
par  exemple  celui  m étant  un  nombre  entier  et  positif, 
et  la  valeur  de  l’autre  exposant  11  étant  un  nombre  quel- 
conque, pourvu  qu’il  ne  soit  pas  = — 1 ou=  — m 


(*)  Nous  cOQsid(.T«rOQS  le  premier  de  ces  deux  cas  à ratticlc  288  j 
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Pour  paryenir  aisément  à cette  intégration,  mettoM 
la  dilTérentielle  proposée  sous  la  forme  ^ 

m — 1 

— ( 1 — cos*x)  • cos*x<£.cosa;.. 


développons  le“binome,  multiplions  ce  développement 
par  cos"x  d cos  x , et  intégrons  terme  à terme  le  pro- 
duit, ce  qui  nous  donnera 


fdx  sin'"x  cos"x  = const  — cOs"+*x  i — ; — 


m—i  ^ , (m — i)(m — 3)  , 

cos’x  -j-  \ ^ — r-c'.  cos+x 

2.i.(n+3)  a®.  1 .2.(n-}-5) 

(m — 1)("» — 3)(m — 5)  . cos^-'x"! 

2^.  1 .a.3.,(n-|-7)  m-f-n  J 


Cette  série  n'est  terminée,  et  par  conséquent  la  formule 
proposée  ne  s’intégre  exactement  que  si  l’exposant 
entier  et  positif  m est  un  nombre  impair. 

Si  c’est  n qui  est  l’exposant  entier  et  positif , alors 
nous  mettrons  la  différentielle  proposée  sous  la  forme 

n—x 

, ( 1 — sin*x  ) * sin"x  d sin  x , ,, 

et  sans  nous  donner  la  peine  de  faire  sur  cette  quam 
, tité  différentielle  le  même  calcul  que  celui  que  nous 
avons  été  obligé  de  faire  pour  avoir  l’intégrale  précé- 
dente , nous  déduirons  subitement  de  cette  intégrale 
(343)  la  cherchée , en  y mettant  sin  x a la  place  de 
cos  X , faisant  changer  rçciproquement  de  place  aux 

, ..•«  


quant  au  second  , nous  Tarons  dcjh  traite  îi  l^article  a83 , puisque 
si  n = — m,  la  formule  que  nous  nous  proposons  d'inlcgrer  ici, 
SC  réduit  h celle  dx  Uag”x  dont  nous  avons  donne  Tuitegrale 
( cqnat.  a4^ }. 
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deux  lettres  m et  n , eulio  rendant  positif  ^ facteur 
de  la  série  , ce  qui  nous  donnerà 

pàur  le  cas  de  n nombre  entier  et  positif. 


rdx  ein’"x  cos"x  = sin”’*'‘xl  — ^ — ^=r  sin*x 

L_?«  -(-I  a . 1 (m  -J-  o) 

(n^i)(n— 3)  _ (rt— i)(;^3)(n^ 

a*.i.a(in+5)  3*.  i .a.3(m-f-7) 


m-\-n 


Q+  const (*44)- 


Cette  série  n’est  terminée  , et  par  conséquent  la  formule 
proposée  ne  s’intégre  exactement,  que  si  n est  un  nombre 
impair.  * 

387.  Nous  allons,  dans  cet  article,  nous  occuper  d’une 
autre  méthode  pour  intégrer  la  formule  sin^a;  cos^xtix 
qui  a sur  la  précédente  l’avantage  de  donner  par 
une  suite  Cnie  de^  termes  , l’intégrale  demandée , 
lorsque  les  deux  exposans  sont  entiers  , positifs  et 
pairs. 


Le  calcul  différentiel  nous  donne 


..  d (sin^c  cos’x  )—p  sini’“'x  cos»‘+‘'xdx 
— q sin'’'^‘x  cosi~'xdx. . •••(«> 

Faisant  metq  — i=»,  d’où  p-=.m  — i 

et  q = n + 1 , et  substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (o)  , il  vient 

d ( sin'"“'x  cos""'''x  ) = ( m — 1 ) sin"~*x  cos'*''^x<ir 
— (n  + 1 ) sin'"x  cos"xdx. . . . (ù).* 

Mais 

(m— 1)  siü*“*x  cos"’’’*xdx  = (m— 1)  sin"~’x  cos*xdx 
— (m— 1)  sin^x  cos”xdx. 
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donc  l^uation  {b)  se  réduit  à celle 

« 

d ( cos'’"'"'ji;  ) z=  (m — i)  sin""'“x  cos"xJx 

— (m  -j-n)  sin^x  cos"xda:  ; * 

transposant  et  intégrant , il  vient  • 

/ sin^x  cos"xdx  = — 

+ 


sin'""'^  cos"’*"'x 


m-f~a 

f sin"^*x  cos'*x<ir (c). 


m-i-n 

Mettant  successivement  dans  cette  équation  (c)  , les  * 

quantités  m — a,m — 4»'"  — 6 â la  place  de 

celle  m , on  aura  une  suite  d’équations  qui  auront  cha- 
cune pour  f^teur  intégral  du  dernier  terme , le  pre- 
mier membre  de  l’équation  qui  suit  immédiatement  ; et 
l’on  parviendra  à une  équation  dont  le  dernier  terme 
sera  évidemment  affecté  du  facteur  intégral  / cos"xcîj; 
dont  nous  connaissons  la  valeur  exa'cte  [[équat.  (aSa)] 
si  n est  un  nombre  impair , ou  [ éqiiat.  (aScj)]  si  n est 
un  nombre  pair  ^ si  m est  un  nombre  pair , ou  du  facteur 

intégral  / cos"x  sinxdx= — f cos"xdcosx: 


cos" 


n + 1 

si  m est  un  nombre  impair;  donc  par  des  substitutions 
successives , en  remontant  depuis  cette  dernière  équa-< 
tion  jusqu’à  «celle  (c) , on  aura , 

pour  m nombre  pair, 

f sin"*x  cos”xdx  = const. 


cos"'*"'x  r . „ , 

— : — I sin'"~'x 

m-f-n 

(m-i)(m-8)sin’""®X  , 


m — I 


„m— 3 


ï-f- 

m-j-n — a 

3.5. . .(tu — i)  sin  X 


;] 


(m-|-/i-a)(m-f-n-4)  (m-f-7i-a)(m-j-n-4)-..  (n-f-a). 

+ — >/co8"xr?x-(a45) ; 


m 
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pour  m nombre  impair , 

/ sin^x  coi*xdx:=  const  — ; — 

•'  m+n 

• 4-S-8- » • •(!"— 0 

(/n-^n— •!!)  iQ . . . • 

J a-4-S- ; -i-1 (aie)' 

(m-f*n — 3)(m-f<R — 4)* • • •(*+3)  n+i J 

La  formule  (a45)  donne  èxactement  l’intégrale  de 
tin“x  cos'xrfr , lorsque  l’exposant  m étant  un  nombre 
positif  et  pair , celui  n est  un  nombre  positif  soit  impair, 
■oit  pair  , avantage  que  n’a  pas  la  formule  (a43)- 

Quant  à la  formule  (346)  , elle  n’olFre  aucun  avan- 
tage sur  celle  (a43) , puisque  cette  dernière  donne 
l’intégrale  exacte  de  sin”x  cos'xdx  lorsque  m est  un 
nombre  impair , et  même  il  plut  arriver  que  pour  la 
simplicité  du  calcul,  la  formule  (a43)  soit  préférable  à 
celle  (a46)> 

Nous  observerons  maintenant  que  les  formules  (34^) 
et  (346)  donnant  l’intégrale  exacte  de  sin^x  cos*x(/.v 
lorsque  n est  un  nombre  pair , il  résultera  de  ces  for- 
mules que  n étant  un  nombre  positif  et  pair,  et  m un 
nombre  positif  pair  [éq.  (346)]  ou  impair  [éq.  (346)]  , 
on  aura  exactement  l'intégrale  demandée , avantage  que 
n'avait  pas  la  formule  (344)  <]ui , lorsque  n est  un 
nombre  pair,  ne  donne  l’intégrale  demandée  que  par 
une  suite  indéfinie  de  termes. 

Au  reste , faisant  dans  l’équation^  (o)  , p — i =m  et 
q -f*  t = n , ensuite  opérant  exactement  comme  nous 
l’avons  fait  pour  obtenir  les  équations  (346)  et  (346) , 
on  aurait  eu  pour  n nombre  pair  et  pour  n nombiss 
impair  , des  formtjes  analogues  à celles  (345)  et  (346) 

«7 


'V. 
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que  je  n écris  pas  ici , parce  qu’elles  n’ont  rien  de  plut 
élégant  que  ces  dernières,  et  qu’elles  deviennent  inu- 
tiles d’après  l’observation  précédente. 


288.  Les  formules  trouvées  aux  articles  286  et  287  ne 
peuvent  servir  , ainsi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  1®.  lors- 
que l'un  des  deux  exposans  m et  n est  égal  à l’autre 
pris  négativement  ; mais  ce  cas-lâ  a déjà  été  traité  aux 
articles  283  et  284  ; 2®.  lorsque  celui  des  deux  expo- 
«ans  qui  n’est  pas  entier  et  positif  est  = — 1 . 

Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  examiner  ce  dernier  cas. 
Ainsi  nous  nous  proposerons  d’abord  d'intégrer  la  for- 

mule  — ■ dans  laquelle  n représente  un  nombre 

entier  et  positif.  Or, 


cos"xdx  cos"^x<ir  ...  , cos"“^x</x 

— - cos*“*x  sin  xax  = : 


sin  X'  sin  X 

— cos"“^x  sin  xdx  — cos'‘““x  sin’xdx  = 


sm  X 
cos"~®xrfx 
sin  X 


■ cos"“*x  lin  xdx — cos*“^xsinxdx — cos’'~“x  sin  xdx. 


et  ainsi  de  suite  jusqu’à  ce  que  le  premier  terme  de  cette 

série  se  réduise  à n est  un  nombre  pair , on  a 

sin  X 

cos  xdx  d sin  X , , . . . , 

~ — : = d.l  sm  X SI  n est  un  nombre 

sm  X sm  X 

impair. 

Donc  faisant  attention  que  tous  les  termes  , excepté 
le  premier  du  développement  de  la  formule  proposée , 
sont  multipliés' par 

sin  xdx=  — • d cos  x. 


I I 
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D’ONE  SEÜLE  VARIABLE, 
on  aura  l’équation 

cos"x<^.r  \ 


4«s 


smx 


-=<  t)in  X 


-f-t^cosx  |si  n est  un|  pair  V 

(d.Uin  x+cos  xd  cosxj  J impair) 

. . . +cos""®xdcos  X -f-cos"~4xrf  cos  x-l-cos'^xd  cos  x. . . (a), 

dont  tous  les  termes,  en  en  exceptant  celui  dan* 

le  cas  de^  n nombre  pair  , s’intégrent  immédiatement 
«t  très-aisément  j ainsi  toute  la  difficulté  se  réduit  i 

intégrer Or,  cette  dernière  différentielle  peut 
e’écrire  sous  la  forme 

sinx<fr_  drosx !■  dcosx  ' i dcosx 

1— cos-x  a 1 — cosx  2i-f-coisq‘ 


sm“x 

donc 

/’  dx 
sinx 


;Î]^=ï^(1“COsx)—  i/(f^cosx)=/sin  i x— /cos  Jx, 

/% 

^=/tangix+const.....(a47). 

Cela  posé , intégrant  l’équation  (a)  , on  aura 
pour  n nombre  pair , 


/coi”xdx  , . . r~ 

sinx  — ”3”Sï*+cosx|^i  + ^-cos*x-f  |cos<x 

-f-  J cos'x. . . .+  -■  ^ cos“~*x^  -}-const (a48)  ; 


/ 


cos*xdx 


pour  B nombre,  impair  , 

sinx  — ^•®‘P*+«cos“xQ-f-icos>x-f|cos<x 

+ jcos'-c. . . ’-k-~  cos;— x^  -f-  const .(249). 

27.. 


n— i 


. r, 


fl 
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Mettant  dani  la  formule  (247)  loo»— « à U place 
de  X , on  a 

"lÊL  — — / tang  (5o* — ix)  =;  l cot  (5o*— x) } 
cosx 

mais  cot(5o*— x)=tang(5o*+x), 

donc  =/.tang(5o®4.ix)+con8t...(a5o): 

J cos  X. 

Cela  posé  , mettant  respectivement  100 — x et  m à la 
place  de  x et  de  n’dans  les  équations  (348)  et  (34d)  • 
prenant  l^s  séries  avec  le  signe  négatif;  de  plus,  mettant 
dans  la  première  de  ces  équations  qui  est  pour  le  cas  do 
m nombre  pair  , l tang  (5o“-|-ï  x)  à la  place  do 
l tang  y X ; et  dans  la  seconde  qui  est  pour  le  cas  do 
m nombre  impair,  mettant  — / cos  x ou  /.séc  x a la 

. , , sin"xdx 

place  de  / sin  x,  on  aura^les  intégrales  de  ~ 

dans  les  deux  cas  de  m nombre  pair  et  de  m nombre 
impair. 

#89.  Supposant  m=  n i , on  a 
dv  rd.’ix 


/*  dv  r à 

sin  X cos  X J si 


smsx 


donc  d’aprèsla  formule  (a47)>  viendra 


h 


dx 


gin  X cos  X 

ago.  On  a 

' dx  . 

iin”x  cotxsin“x 


/ tang  X ■+■  const (a5i). 


d.coséex 


8ia"‘"‘xcotx 


[éq.(i5),art.i43 


coséc"*“‘<i  coséc  x 
coséc^x— I '■ 
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Faisant  pour  intégrer  cette  formule  dilFéreutielle  irra- 
tionnelle , 

j'  = — cosécx  V^coséc**  — i (art.  943), 

d’où  y=s  — tangïX, 


on  aura  la  transformée  (igS)  qui  deviendra  ^ 

le  signe  — • si  m est  im  nomüre  pair , le  signe  -f*  dam 
le  cas  contraire. 

Développant  la  transformée  ( c ) ^ intégrant  terme 
à terme , et  mettant  dans  la  résultante  la  valeur  de 
y(= — tang  Ax),  on  a 


/’  dx  1 ni 

sin^x  a”*~*  L 


tang"*~'  I X (m^i)  tang”*~^  | j 
m — 1 ' 1 m — 3 


(m-i)(m-Q)  tang'"'*;X 


1 .a 


m — 5 


.jyjgm-j  1 J(^5a). 


(m-i)tang"' 

Mettant  dans  cette  dernière  équation  100*  — x à 1r 
place  de  X,  ce  qui  rend  dx  négatif,  on  a 

/*  dx  ^ 1 ntang"~»  ( 5o°  — A J ) 

cos"x  a““*  m — 1 > 

, (m— i)  tang— *(5c“-— Ax) 

+ — i ^ — ;;r=‘3 

(m  — i)(w — 3)  tang""*  ( 5o*  — A j j 
i.a.(m — 5) 


+ 

« 


( 7»  — • 1 ) tang"~*  (5o®  — ^x) (253). 

Lorsque  m sera  un  nombre  impair , on  trouvera  dans 
l'équation  (âSa)  un  terme  de  la  forme 

. B tang"-“Aa. 


ifl%  INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

auquel  on  substituera  celui  B l tang  j x ; car  le  terme 

(i)  provient  de  l’intégration  de 

B tang"“"^*  \ xd  tang  i x , ou  B.  - ^ 

tang  y X 

dont  la  vraie  intégrale  e?t  Bl  tang  [ x.  De  même  m étant 
un  nombre  impair , il  y aura  dans  l'équation  (a55)  un 
terme  de  la  forme 

B tang'"~”*  ( 5o®  — ï T ) 

• m—m  * 

auquel  on  substituera  celui  B/ tang  ( 5o® — jx)  par 
une  raison  semblable  à la  précédente  relative  à l'équar- 
tion  ("îSa).  ^ , 

Exemples  I.  //ifégrer 

° SIWHL 


Nous  avons  m = 4i  donc  la  formule  (s5a)  nous 
donnera 


tang  i X 


~l  t 


-3i^^  J+ 

et  faisant  les  réductions  nécessaires , il  vient 

= coDSt  — i-  cot  X r 1-  a~|. 

sm^x  ^ L-Sin'Jî  J 

Substituant  la  valeur  de  m ==  3 dans  l'équation  (a53), 
on  aura. 


/’dx  1 pi 

— 5-=const  — - - 

cos^x  4 L. 


1 rtang»(5o°— Ix) 


a/ tang  (5q”-— ï X ) 


a tang’  ( 5o' 


)o® — îx)]]  ' 
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et  faisant  les  réductions  convenables , il  vient 

i*)]  + “”<• 

291.  Mais  lorsque  l’exposant  de  sin  x ou  de  cos  xest 
un  nombre  pair , on  peut  obtenir  immédiatement  les 
intégrales  des  düTérentielles  traitées  dans  l'article  pré- 
cédent , sous  des  formes  beaucoup  plus  simples  que 
celles  qui  se  déduisent  immédiatement  des  équations 
(262)  et  (253).  En  effet 


dx 


dx 


sin  X sm' 


(i  +coex)"— dcotx; 


développant  et  intégrant  terme  à terme  cette  dernière 
quantité , on  a 


fv 


dx 


: const  — COt  X I 1 4 


[■ 


m — 1 cot*x 


1.2 


(m — i)(m-- 2)  cot*x  (m — i)(m — ;2)(yn — 3)  cot®x 

' • " 5 1 .2.3  7 

cot*^'"—*5x”1 
Il — 1 


2m- 


1.2.3 

.(254) , 


et  mettant  dans  cette  dernière  équation  100® — x à 
la  place  de  x , ce  qui  rend  dx  négative  , il  vient 

r r.  I ni-itang’x  , (m-t)(m-2)tang<x 

— r- 

tang*(*~0’r 


-f-  ^""1  + const. . . .(255). 

2m — 1 J ' 

Ainsi  nous  proposant  d’intégrer  par  le  moy^n  de  cette 


tnétbode  la  différentielle 


dx 

sin^i 


que  nous  avons  déjà 


intégrée  en  nous  servant  de  la  méthode  enseignée  dans 


4^4  INTÉGRATION  DE8  FONCTIONS 

l’article  |ago , nous  aurons  subitement  par  rintrodbo 
tion  de  la  valeur  a de  m dans  l'équation  (a54) , 

= const  — cot  x^i  4- 1 cot*o:  ] , i 

i4sultat  fort  simple  et  identique  avec  celui  trouvé  dans 
l'article  précédent  (*)  , auquel  nous  n’étions  parvenu 
qu’après  d’assez  longs  calculs  , pour  réduire  le  quatri- 
nome  obtenu  immédiatement  par  la  formule  (a5a)àun 
•impie  binôme.  ^ , 

darsin^^r 


a33.  Pour  intégrer  la  formule 


cos^j: 


,petq  étant 


des  nombres  «ntiers  et  positifs , nous  récrirons  ainsi 
qu’il  suit 

Jr  ( 1 — • cos*x  y 
cos’x  * 

et  développant  la  puissance  p du  binôme , nous  n'au- 
rons plus  qu’à  intégrer  des  différentielles  de  la  forme 
de  celle  cos^jjdr  que  nous  avons  intégrée  de  trois 
manières  différentes  aux  articles  378 , aSo  et  s8a , et 

djc 

àe  la  forme  de  la  différentielle  — — que  nous  avons 

cos*x  ^ 

Ihtégrée  à l’article  ago,  et  à celui  aqi  pour  m nombre 
pair. 

agS.  De  même , si  l'on  a à intégrer  ^ 

faudra  mettre  cette  différentielle  sous  la  forme 

— — d cos  * ( 1 — cos*x  y 

cos’x  * 

ut  développant  la  puissance  p du  binôme  , l’on  n’aura 


(*)  En  effet, — cot*  [1  +îcot>*]=— jcor*  [a-t- i+cot*x] 
sr:  — i cot*  [a  coeêc** ] =c  — J col*  |^a+ 


» 


/ 
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plus , quelle  que  soit  la  valeur  de  l'exposant  qdu  déno- 
jninateur  , qu'une  suite  finie  de  monomes  différentiels 
qui  s'intégreront  par  les  premiers  principes  du  calcul  / 
intégral,  exposés  au  eommencement du  chapitre  i***. 

ag4.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  dans  les 

deux  derniers  articles  , les  intégrations  des  formules 

dx  coi^fx  dx  cos'^'*''x  , „ ^ 

et  — — n ollrent  plus  aucuna^duii- 

sin^x  • sin’x 

culté  , puisqu'elles  doivent  s’effectuer  d'après  les  mêmes 
principes  et  méthodes. 

agS.  Il  est  ’à  propos  de  remarquer  qu’on  peut  trou- 
ver les  intégrales  de  dx  tang'"*  et  de  dx  cot^x  ( que 
nous  avons  déjà  obtenues  aux  articles  a83  et  a84)  pat 
le  moyen  de  celles  des  différentielles  considérées  aux 
articles  aga , ag3  et  ag4-  En  effet,  si  m est  un  nombre 
dx  sin^jc 

pair , l’intégration  de  — suivant  la  méthode  do 

l’article  aga , donnera  l’intégrale  de  dx  tang”x.  De 
même  st  m est  un  nombre  impair  l’intégration  de 
/7y  sin^jî 

. suivant  la  méthode  de  l’article  aq3 , donnera 

cos^x  ^ 

l’intégrale  de  tang"x. 

Il  en  est  de  même  pour  les  intégrations  de  dxcot"x, 
en  se  servant  des  méthodes  indiquées  à l’article  ag4> 

Exemple.  Intégrer  dx  tan^. 

_ ....  , P dx . stn^x 

Cette  quantité  mise  sous  la  forme  s — et'  m- 

• cos^x 

tégrée  suivant  la  méthode  de  l'article  ag3  , nous  donnera 

"d  cosx 


..  . rd  cos  X ( I — cos'x)*  /*£ 

rd  cos  X rd  cos  X •* 

' J cos’x  J cos  X , 


''d  cos  X 

cos’x  J cos  X 4 cos<x 
“f-  const (a). 


cos’x 


■/cosx 
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En  opérant  suivant  la  méthode  de  l'article  a83,  la 
formule  (a4^)  donne  tout  de  suite 

y»  t tane'^x  tane*x  . , , 
fax  tang^x  = — ^ ^ f-/.secx-fconst....(i). 

Les  deux  intégrales  (a)  et  (i)  deviennent  identiques 
(ainsi  que  cela  doit  être , lorsque  les  deux  méthodes  sont 
exacttes  ) du  moment  que  l’on  a détermiqî  dans  l’une 
et  l’autre  la  constante  d’après  une  même  condition. 
Par  exemple  , si  les  intégrales  doivent  s’évanouir  lors- 
que x~o  , on  aura  dans  l’équation  (à) , const  = ^ , 
et  dans  l’équation  (i),  const 'x:  o.  11  faut  donc  que 
l’on  ait 


îül^_tfîS!î+/.sécx 

4 a 

l COSX-f-  J.  . 


" 4 COS'^X  cos*x 


Or , le  premier  membre  de  cette  équation  est  évi- 
demment 

= -X— A-^cos  X 

4 \ cos“x  / a \ cos*:t  / 


I 


' 4 cos*x  a cos*x  4 

1 T 


a cos“x 

+5 

4cOS^X  C08“x  4 


a 

Zcosx, 


-—I  cos , 


quantité  identique  avec  le  second  membre  de  l’équa- 
tion (c).  ^ 

âjc 

.336.  Etant  donné  à intégrer  la  formule 


sin"‘xcos”x* 


on  peut  sans  changer  sa  valeur  , la  multiplier  par 
sin*x  -f~  cos“x  ( = 1 ) J cef  qui  décompose  la  proposée 

en  deux  fractions  - — ; — f-  -r-;; 


cos"x  sm*"x  co»"  *x 
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quelles , par*  le  même  procédé  appliqué  à chacune 
d'elles,  donneront  en  tout  quatre  fractions  qui  se 

Jx 


réduiront  aux  trois 


sin'"”*JC  cos*x  ”^'sin"‘~“x  coà*~“x 


— — ; — , et  continuant  de  même  iu-qu’à  ce 
■ sin'"x  cos'*~'*x  ' • ' ^ 

qu’au  dénominateur  de  chaque  fonction  provenant  de 

la  décomposition  de  la  proposée,  il  n'y  ait  plus  que 

l’une  des  deux  lignes  trigonométriqnes  , ou  le  produit 

des  premières  puissances  des  deux  lignes  trigonomé- 

triques  } on  parviendra  de  cejtte  manière  à n’avoir  plus 

qu’une  suite  de  fractions  dilferentielles  que  nous  savons 

intégrer. 

Si  m et  n sont  des  nombres  pairs , il  est  clair  que 
la  décomposition  précédente  ne, mènera  qu'à  des  frac- 

tlx 

tiens  différentielles  de  la  forme  de  celles 


sin'’.i: 


et 


aisées  à intégrer  (art.  290 ,291  et  288).  Si  m 


dx 
CQilx 

est  un  nombre  impair  et  n est  un  nombre  pair  , l’on 
n’aura  à intégrer , après  la  décomposition  totale  , que 

des  termes  de  la  forme i-SLf.  dont  l'intégrale  est 

d.r 


cos^’x 

( q étant  un  nombre  impair) 


(p— •)  cos^’x'  ' siri^x 
qu’on  intègre  paf  le  moyen  de  la  formule  (262)  ou  de 
celle  (247). 

Lorsque  m est  un  nombre  pair-et  n un  nombre  im- 
pair, la  décomposition  totale  mène  aux  fractions  de  la 

forme  — ^dont  l'intégrale  est- r— et-^— 

sinSx  “ (p-i)sins-'x  cos»x 

' ( q étant  un  nombre  impair  ) , dont  l’intégrale  se  trouve 

par  le  moyen  de  la  formule  (253)  si  q'^  1 , et  de  celle 

(u5o)  si  q = 1 . - - ' 


4a8  tNTÉGRÀTIOIT  DES  FONCTIONS 

Enfin , ù «n  et  n sont  tous  les  deux  des  nombres  im- 
pairs , on  n’aura , après  la  décomposition  totale , qu’à 

^ jif  dsina:  — dcosat 

intégrer  des  fractions  de  la  forme  — . . 

sm'x  cos»x 

ce  qui  n’ofFre  aucune  difficulté , et  à intégrer  une  frac» 
dx 

tion  de  la  forme  . dont  nous  ayons  déià  donné 

sin  X cos  X * 

l’intégrale  [ équat.  fa5i)3.  ^ 


397.  Si  dans  la  formule  différentielle  considérée 
dans  l’article  précédent , on  a m=n,  alors  l’intégra- 
tion demandée  se  simplifie  beaucoup  ; car 

dx  „ , dax'. 

- — 1 

sin’"x  cos"*x  sin^sx' 


quantité  qui  s'intégre  par  le  moyen  de  la  formule  (sSa) 
ou  par  le  moyen  de  celle  (a54) , suivant  que  m est  un 
r nombre  impair  ou  un  nombre  pair. 

398.  Proposons-nous  maintenant  d’intégrer 

■”  dx  ' 

P + q sin  x’ 

Soit  fait  y = sin  x , d’où  . 

dy  = dx  cos  x et  dxx=  ■ - ; 

on  aura  donc  pour  première  transformée  de  la  pro^ 
posée,  la  formule 

-y.- T — ..(û). 

|/i— y*  (p  + qy) 
qu’on  rendra  rationnelle  en  faisant 


1 — y»=c(i 


' a 
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,_Ly  U*— 1 

et  y = -rrT' 

i—y  u*+i 


439 


DüTéreotiant  cette  dersière  équation,  il  vient 

^udu 


dy  = 


(«“  + »)• 


et  substituant  cette  valeur  de  dy , ainsi  que  celle  de 
dans  la  première  transformée  (a) , on  a la  seconde 
transformée 

(i). 

P — <?  + (/»+ 9)  “• 

Or , I*.  si  q,  on  aura  d’après  la  formule  (i35) 
[art.  aoG  ] , 

y' adu 

P — 9 + (/»+9)“* 

9*.  Sip~7,  ladi&ûentielle  (ù)  se  réduisant' à celle 
du  , * 1 

pu**  ° pu  ^ 

3”.  Enfin  si  p ^ q , la  formule  (ù)  devient 
; 9 du 

P + 9‘  . 9 — P 

^ 9+P 

l r~  du  —I , 

~ V^9*-P‘  B-l/^  tt  + l/S 

, L K 9+P,  K q+p_J 

dont  l’mtégrale  est 

__  7 I r U \/q-hp—  t^q  — p~l . 

? L“  V^9  + P+ t^9— Pj 
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Subatituant  dans  ces  intégrales  la  valeur  de 

„ = = l/i±il££  =„.(5o--5x) 

w 1 — y K •! — sin  a:  ' 


= tang(5o"+ix)  , 


on  aura. 


— arcTtang  = \y/^ 

Vp^—q'  L.  V p—qj  I 

X tang  (5o”  + î x )^  + const p ^ ^1 


n 


dx 


p-^q  sinx 


const 


__  tang(5o°— ’-x) ^ L_  \(a56) 


Vq 


=f-: 

q -p  Lfsi 


p+çsinx 


:] 


sinx  +q+V~q  *-p“cosx. 

+const )P<qj 


S59.  L’intégration  de  la  ^|nule 


toonule  — : 
î o’après  la 


dx 


ne 


q cos  X 

présente  plus  aucune  diiliculté'^'après  la  précédente  ; 
car  faisant 

^ "«y 

y cos  X , d ou  ex  ^ — -■  ^ , 

y»— r 

il  est  aisé  de  voir  que  pour  avoir  l’intégrale  de  la 
nouvelle  dilTérentielle  proposée  dans  les  trois  cas  de 
P > q , P = q et  P •<  q , il  n’y  a qu’à  changer  les 
signes  des  seconds  membres  des  équations  ( aSS  ) , 
et  y mettre  ico“  — ■ x à la  plaqe  de  x , ce  qui 
donnera  • • 
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=«-Q»S=l/'^co.i.]| 


+ const. 


dx 

Jtangix 

p-f-qcosx 

1 ^ 

1 1 

1^  q* — 

ri 

CP  = ^t 


i ^ppco8x+^-|-  K sin; 


I ^ L.  p+<7  coBx  J I 

V + const )p<.gj 

dx 

300.  Pour  intégrer  — ; , faisons 

P + 9 tang  X 

y=ztATigx,  d’où’  dxz=-^  ,, 
ce  qui  donne  la  transformée 



(p  + 9yy(i  4-^) 

que  nous  pourrons  toujours  intégrer  par  les  méthodes 
enseignées  au  chapitre  II. 

301.  Les  intégrations  des  formules  — fj*} 

p~^  q cos  X 

uCC  COS  cc 

— ^ ^ n’offrent  aucune  dilficulté  . car  étant 

P + q sin  X * 

écrites  comme  il  suit 

— d cos  X ^ tZ  sin  X ' 

— ; et  ; , 

P -f-  q cos  X P -J-  q sin  X ■ 

on  voit  tout  de  suite  que 

f sinxdx  I , 1 


/sinxdx  I , 1 

p-}-qco8x  q P q cos X (**58), 

f^+~qÎnx  = J ^ (P  + 9 ^)  + const (aSg) . 


1 * 
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3oa.  Mais  pour  intégrer  les  différentielle» 

dxsinx  dxcosx 

— J : — • et  — , 

P -f-  ç mn  X P + 9 cos  x 

il  faut  chercher  à décomposer  chacune  d’elle*  en  deux 
parties  q^e  l’on  sache  intégrer.  Pour  parvenir  à une 
telle  décomposition  de  la  première  des  deux  formules 
proposées , faisons 

dxsinx  , , , Bdx 

P : = Adx  -+•  — r T— (a), 

p-f-çsinx  p-^qsinx 

A et  B étant  des  quantités  constantes,  encore  indéter- 
minées. Chassant  le  dénominateur  et  divisant  par  dx  , 
il  vient  l'équation  * 

( q A — 1 ) sin  Æ -f-  pA  -J-  B = o , 

qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeurs  de 
■in  X , ne  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en  faisant 

qA  •—  1 = O et  pA  B = o , 


d’où 

\ 

donc 


A = i 


et 


B = -^ 


" r f~ir~ ^n+con»t...(a6o). 

J p-\-qsu\x  qL  Vp+</cosxJ' 

Un  calcul  semblable  relativement  i la  seconde  for- 
mule différentielle  proposée , donne 


f x—p  f r— — ”]+const....(a6i), 
J p-j-qaoax  qL.  Jp+qcosx_J 

et  substituant  dans  ces  deux  dernières  équations  les  va> 
leurs  conveuables  des  quotité*  intégrales  qui  se  trouvent 

dans 


DUNE  SEULE  VARIABLE.' 
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dans  les  seconds  membres  j^tquat.  (a56)  et  (a57)], 
on  aura  les  intégrales  demandées  voyez  la  note  IV  ). 

3o3.  Les  intégrations  des  formules  générales 


,ae  trouvent  aussi  fort  aisément  par  le  moyen  dfes  dé- 
compositions suivant  la  forme  des  intégrales'  réci- 
proques , en  employant  les  coefficiens  constans  indé- 
terminés. 

En  effet , soit  fait 

/(g+^cosa:)c?J  _ Asin a; 

(p+qcoax)”  “ (p  + 7 cos  x)*^‘ 

4-  ^ cosx)  dx 

J (p  4-q  cos  x)"*-* 

A , B et  C étant  des  quantités  constantes  encore  indé- 
terminées. DifFérentiant  cette  équation  (i) , chassant 
les  dénominateurs  , divisant  par  dx , passant  tous  les 
' termes  dans  un  seul  membre  , et  mettant  à la  place- do 
ein^Æ  sa  valeur  i — cos^x,  on  a l’équation 

( COS“JB  = O 


qui  devant  avoir  lieu  indépendamment  des  valeun 
de  cos  X , ne  peut  généralement  satisfaire  à cette  con- 
dition qu’en  faisant  chaque  coefficient  égal  à zéro  co 
qui  donne  trois  équations  du  premier  degré  entre  A 
B et  C , d’où  ou  tire  . ' 


{ 


(a-f-b  cos  x)  dx 
(p  -f-  q cos  X )“ 


434 

A = 


INTÉGRATION  DES  FONCTIONS 

bp—aq  B _ ap—bq 
(m— <7*)’  P’— 9“ 


0 

r- 


et  

m — 1 P* — 9*  ^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (b),  il  vient  celle 

/{a-{-b  co$x)dx ( bp — aq)  sin  x 

ip+q  cos  a?)"*  (m — i)(p’ — q’)(p+<7  cosx)"*-‘ 

■ . 1 r l(ap-bq){m-i)-l-{m—a){bp—aq)catx'idx  ^ 

(p-t-V  cosxj— • " 

> 

d'où  il  est  aisé  de  voir  que  si  m est  un  nombre  entier  e 
positif , on  pourra  rabaisser  successivement  cette  inté- 
grale jusqu’à  ne  plusêtre  que  de  la  forme 
_ que  nous  savons  intégrer  (art.  agg); 

Mettant  dans  la  formule  (b)  la  quantité  sin  a;  à la 
place  de  celle  coa  * , et  réciproquement , ensuite  opé- 
rant de  même  que  précédemment  pour  déterminer  les 
valeurs  de  A , B , C , on  trouve  qu’elles  sont^s  mêmes 
, que  celles  du  groupe  (c)  , ^ l’exception  de  A qui  est 
de  signe  contraire.  ^ Ainsi  pour  avoir  l’intégrale  de 

( g-f-Asin  j:)^  ^ ^ mettre  dans  l’équation 

(p-l-qsma?)’».’ 

(a6a)  sin  a;  à la  place  de  cos  x , et  réciproquement  ; 
à changer  le  signe  du  premier  terme  du  second 
membre  de  cette  équation , et  en&n  à rabaisser  suc- 
. cesâvement  l’intégrale  jusqu’à  ce  qu’elle  ne  soit  plus 

nue  de  la  forme  C — — dont  la  valeur  est 
^ J p+q  aiax 

donnée  par  l’une  des  trois  équations  du  groupe  (a56) 

tart.  ag8]. 

£u  faisant  successivement  a=s  o,  isso,  p=o  ; 


. 


^ s 

■r 
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ensuite  a = i en  même  temps  que  p=q  , on  aura  les 
formules 


i:  b cos  xdx 

et 

b sin  xdx  \ 

(p-f-q  cosx)” 

(.p-^-q  sin  x)™  j ’ ' ' 

adx 

et 

adx  ) 

...(e). 

(_  P -j-q  cos  x)"' 

(p-f-  <7  sin  x)'"j 

(a+é  cos  jc)djj 
( q cosx)" 

et 

(a-}-isinx)£/x) 
(qsinx)"  /” 

■•■if). 

dx 

et 

dx  ■) 

( 1 -f-  cos  X )"• 

( I -j-  sin  X ' 

qui  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  (a) , et 
dont  conséquemment  les  intégrales  se  déduisent,  aisé- 
ment de  celles  que  nous  avons  données  des  formules 
générales  (a)  ; cependant  nous  observerons  qu’on  peut 
encore  plus  simplement  intégrer  directement  les  deux 
formules  (g) , en  mettan^la  première  sous  la  forme 

■ ^ ‘ .. 
a’—'cob*'"  i Æ • ..  i’. 

et  la  seconde  sous  la  forma 


— d(5o»— 
a"~‘  cos*"‘  ( 5p“  — î X ) 


[art.  sgi  , équat.  (255)^. 

i 


Représentant  par  l’unité  le  demi-grand  axe  d’une  or- 
bite planétaire  , par  b le  demi-petit  axe  de  cette 
orbite , par  e son  excentricité , enfin  par  A et  «e  les 
anomalies  moyenne  et  vraie  de  la  planète , j’ai  démon- 
tré à la  page  SSy  de  mon  Traité  de  Navigation,  que 
l’on  avait  1 
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et  j’ai  donné  l'intégrale  de  cette  équation.  Voici  lea 

détails  de  l’intégration. 

Comparant  la  formule  (h)  avec  la  première  desdeiqK 
en  (e)  , il  vient  a — P,  x — a.,  p ==i , — e , 

enfin  m = a ; donc  substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (ab’a)  et  y faisant  de  plus  b~o‘,  qui  est  la  mo- 
dification relative,  au  cas  particulier  exprimé  par  la 
première  formule  en  (e) , on  a 


Pe  sin  «t 


(i— e“)(i — ecos«t) 


P r 


dm 


cos  es 


(0, 


et  comparant  la  quantité  dilTérentielle  qui  est  sous 

dx 

le  signe  d’intégration  avec  la  formule  — r — — , on 


a toujours 


P + t]  cosx* 


p = i,  q=  — c; 


et  puisque  dans  ce  cas-ci  p q , la  première  éqna- 
tiou  du  groupe  (267)  donnqj, 

T ^ dit 

■ f J l '—t 


-e  cos  « 


V^I— e‘  \ •'  K 1 + 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (i)  ; de  plu» , 

et 


faisant  attention  que  ^ 

que  bz=;  v/i— e*,  on  aura 


A = 


^sin  « 


r— -«  cos  et 


-a  arc 


^tang  = cot  ï -J-  const. 


Déterminant  la  constante  d’après  la  condition  que 
«(=0  lorsqu»  A = ^ qui  donna  consts=?r,  oa 


• #. 


/.  . 

. Digitized  bÿ  Googlcj 
.•-X  ■ - . 


^ A 


d’une  seule  variable.  ^ 
a complètement 

, be  sin  / b 

^A=»-+  — 2 arc 

^ 1 — ecosA 
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('“S =!+;“*:•) 


ce  qui  est  précisément  l’équation  (4)  de  la  note  IX  d* 
mon  Traité  de  Navigation. 

3o4-  Étant  proposé  d'intégrer  les  formules  diffé- 
rentielles 

i 

( 1 -j-  « cos  .et  ( i a sin  x ^'"dx. . . . (a)  , 

% 

il  se  présente  assez  naturellement  à l’esprit  de  déve- 
lopper ces  binômes , et  alors , si  m est  un  nombre 
entier  et  positif,  on  a une  suite  finie  de  termes  de  la 
ferme  b cos"  xdx  et  b sin"  xdx  qu’on  sait  intégrer 
( art.  277  et  suiv.  ).  Mais  voici  une  méthode  pour 
obtenir  avec  bien  moins  de  calcul  les  intégrales  de- 
mandées. 

Soient  A , B , C. . . . des  quantités  constantes  indé- 
terminées , et  faisons 

(1  + acosx)'"=A-}-Bcosj:-f-^Cco8na:-f-.D  cos  Sx 
-f-Tcosmx (é)  , 

d’où  on  tire,  en  multipliant  par  dx  et  intégrant, 

/(  1 -J-a  cos  x)"*dx=Ax-f-B  sin  x-}-  J C sin sx-f-  ^ D sin  S* 

-f-  — Tsinmx (O* 

m 

* 

Faisant  x=  100*— ^ , d’où  ^ , 

dx  — — dy , sinx=cosy,  sin  2xx=  sin  ay  , 
sin  3x  = — cos  Zy  , sin  4^  = — sin'4y  , etc.  , • 

et  substituant  ces  valeurs,  dans  l’équation  ( c)  en 
* " . 


^8  AtégratiOaV  des  fOwcrroNs 
remettaifÿ  la  lettre  x à la  place  de  celle  H vient 

/(  1 + asin  x)'"rfx=  Ax  — B coex—  A C ain  ax 

-f- y D coa  3x  4- J E sm  4jî  — etc (d).  * 

11  ne  nous  reste  donc  plus  qu’à  déterminer  les'valeurs 
de  A , B,  C. . . . Pour  y parvenir,  commençons  par 
développer  le  binôme  ( i *fr  a cos  x'y',  ce  qui  nous 
donnera 

r , I * . Tn(m — i)  , 

-f-Ç  COSXJ^rr:  I COS  x + ^ O’COS’x 


m (m — i)  (m— -a) 


o’cos^x  + etc (e). 


d'**  . 

« ■» 


Actuellement  si  on  substitue  dans  cette  dernière  équation 
les  valeurs  de  cos’x,  cos’x,  etc.  qui  résultent  des  équa- 
tions (a)  et  (é)  dé  l’article  a8a  , en  y faisant  succes- 
sivement m — a , 3 , etc. , il  est  clair  que  l'équation 
qu’on  obtiendra  par  ce  moyen-là  , étant  comparée 
^ identiquement  avec  celle  (à)  , fera  connaître  les  valeurs 
,;i(fde8  coeiÇciens  indéterminés  A,  B,  C des  inté- 

grales (c)  et  (d)  ; mais  ce  calcul  étant  fort  long , nous 
ne  chercherons  par  un  tel  procédé  , que  les  valeurs 
V de  A et  de  B , et  avec  ces  valeurs,  il  nous  sera  aisé  dq, 
trouver  celles  dés  autres  coefficiens  C , D , ' 

Puisque  dans  l’équation  (à)  A est  le  coefficient  de 
cos“x  , et  que  B est  le  coefficient  de  cos  x , il  ne  faudra 
prendre  dans  les  valeurs  de  cos’^x , cos*x  , cos*x  , ete. 
déduites  de  l’équation  (a)  [|  art.  a8n  3 , que  le  terme 
tout  constant 


1 .3.  5. . . .'.  .m  ■ 


.(f). 


* 2,4.6..., m 

’ i , 

«t  dans  les  valeurs  de  cos  x,  cos^x,  cos^x,  etc.  déduites 


A * 

' ■ ♦ , 'a  » 


4 .tÿ 


\ 
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r^qnation  (i)  [|  art.  a8a  3 » il'  ne  faudra  prendre 
que  le  terme 

1 m(/n— i) i('u+^  , » 

a * i.a.... 5 (m — i) 

Ainsi  faisant  successivement  dans  la’^formule  (/) 
m=zo  , a , '4  > ^ » c*c*  » multipliant  les  résultats  par 
ceux  de»  coelHcieni  de  l'équation  (e)  qui  ont  autant  , 
de  facteurs  en  m qu'il  y a d’unités  dans  le  uombra 
que  représente  cette  lettre , on  aura 
« ri 

A— 1 t t J» 

'a. a ^ “ a. a. 4, 4 ^ 

a.3.4.4<b'0^  î'  r V / 

De  même , faisant.succe8sivement  dans  la  formule  (g'),  , 
m = 1 , 3 , 5,7  , etc.  , et  multipliant  le»  résultats  par  , 
les  coelEciens  de  l’équation  (e)  qui  ont  autant  de  fac—  ■ 
teurs  en  m qu’il  y a d’unités  dan»  le  nombre  que'*.* 
représente  cette  lettre , on  aura  'ÿ  • * .1  ' ** 

B = an  F-  + 'à*  ' " > ' ■ ' 

La  '•  :•  't.  V'w/ 

m(m— i)(m— a)(m— 3)(m— 4)  * ‘ ' “1  ‘ ' 'sW»'  , 

+ â.-a.'4.4.S Vÿfr 

‘ Cherchons  maintenant  les. valeurs  de  C,  D , E,  etc. 

^ » * 

Prenant  la  différentielle  logvithmique  de  l’équation 

(é) , et  divisant  par  dx,  on  a , • i-"  s 

' • masin  x . ■ 


< 


'4f 


4-'l 


i-f-a  cos  X » • . 

B sin  x-f-aC  sia  ax+3D  sin  3x+4E  sin4x. . .-{-mTsiynx 
A<f-Bcosx-j-Cco83x-i-Dcos3x+hicoe4^'"+Tcosmx'  ' * ^ 

Chassant  les  dénominateurs  et  transposant  tons  le»  ‘ i 


r^^ 


V 
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termes  dans  le  premier  membre , il  vient  • * 

» • 

Ama  sm  X -f-  B'na  sin  x cos  x -f-  Cma  sin  x cos  ax 

-f-  Dma  sin  x cos  3x  -f-  Ema  sin  x cos  4x , . 

-f-Tmasin  x cos  mx — B sinx— aC  sin  ax — 3Dsia3x 

» “"4^  sin  4^ — mT  sin  mx—Ba  sin  xcos  x 

— aÇc  sin  2x  cos  x — ^3Da  si n 3x  cos  x — 4^0  sin  4xcosx 
‘ ~ — mTû  sin  mx  cos  x "=  o (k). 

Mais  par  le  moyen  des  seconde  et  première  équa- 
, lions  du  groupe  (a)  [ art’.  ayS  J , on  a 

. , sinx  cos  2x  = i sin  Sx  — |sinx, 

f ^ S‘'in:cas3x=isin4x  — isinax, 

*.  sin  X cps  4x  = i sin  5x  — ^ sin  3x , 

etc.  • ■ 

♦t  ' sin  9XC03  x = y sin  3x -f*  { sin  X, 
sin  3x  cos  x = j sin  4^?  -f*  ï sin  ax , 

^ sin4x  cos  x==  Jsin  5x -f*  ï sin  3x, 

, .^tc. 

, Donc  .Eubstitüînt  ces  valeurs  dans  l’équation  (A),  et 
onioi.naot  par  rapport  apx  sinus  des  arcs  multiples  do 
criui  X , oliaara  l’èquatioa  ^ 

. . * ^ 

A 77KI  \ sin  J -f-  5 Bmoysin  âx + ï Croa'\  sin  3x + et  c . ] 


— iÇmof 

B l;  JlaC 


cAa 

ya 

r—  Ca 


; •9^  *' 


jEa 


>.  Emàl 
‘0»-3D 
^“Ca 
— fiEa 


«ai. 


qui  devant  avoir  lieu  indcpendamment  des  valeurs  do 
* X , Be  peut  être  généralement  satisfaite  qu’en  faisant 
chaque  coelHcient  = o , ce  qui  donne  la  suite  d’équa- 
tions . . . 


i*- 


m. 


t.. 


Pigiüzcd 


«J 

■# 
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n’üNE  SECLft  variable.- 

a ( Ama  B ) 

~^(wi4-aja 


D = 
' E =» 


( 771 — 1 ) Ba~  4^1^  " 

(771 + 3)  a 

( 771  — a ) C«  — 6D  [ 
(77i+4)a 

. etc. 


V.'* 


qu'il  est  aisé  de  prolonger ^utaqt  qu’on  le  voudra  san» 

aucun  calcul  ; car  la  loi  qin  les  régit , à commencer  dd . * * "*  . 

la  seconde  équation  , se  montre  d’une  manière  clair^'*’ 

Moyennant  ces  équations  et  les  valeurs  de  ^etJt,en 

m et  « vC  • ( ^ ) ( * )]  » on  trouverav-^séhienl’'  ^ S 

celles  * '•’»*’.  s * r • 

» • 

C _ /g.  r t-m(77i— i)  a^ 7n(7n— 1 )(7nr4g)(»t-— 3)  y , 

L.  2.3,4  a .*2. 4. 4.’®  I ■ ' ' 

3 . 771(77: 1 )(T71 a)(77l 3)(t71 ^4)(771 5) 

^ 2. 3. 4. 4. 6.6. 8 . ' 

•I. 

D — r * • ^ ^ ("»—  ' )('^— a)  ^ 

‘ a.s.4-4'^ 


■ <r*  4* 


**>  * 


, a.3.m(m  — OC'" — 2)(t71'; — ^^3)(77t— *4)  , , * 

2. 2. 4.4. 6. 6.$  “ +etc.J 


E = iGa^[^ 

+ 


1 .2.3.777  (m— 0(7" — Sj^Ct" — ^ 
2.3.4.4"^G’.8 


. . * 0- 


-J 


^ ^ 2.5.4.7n(7n— i)(m— 3)(o7— 3)(m— 4)i;777-5)^,  ^ ~j 


t 

dont  il  est  aisé  d'augmenter  le  nombre  autant  qu'on  le 
voudaa , et  sans  calcul.  ^ 

Au  reste,  on  peut  indifféremment  se  servir  dans  lei^ 
applications  des  équations  du  groupe  (/)  ou  de  .celles 
' du  groupe  (tti)  , suivait  ce  qui  sera  le  plus  commode. 


m ^ 


•t  . 


■M 

% 


I^c'  r< 

* 
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3o5.  Lorsque  m =•—  i , la  formule  (A)  de  l’article 
précédent  donne 

« 

• A=i+|a*-f-|a<+  etc.  r= 


et  de  celle  (i)  du  même  article on  tire 

. »=-sCï7(T^-']= 

d’où , moyennant  les  équations  en  ( /) , il  est  aisé  de 
trouver  la  série  qui  exprime  la  valeur  approchée  de  l’in- 
tégrale dtf  — et  de  ^ — lorsque  c < i ; 

, " ■ 1 -^a  cos  X i-f-ûsmx  ’ ' 

mais  si  a > i , alors  i — c*  étant  imaginaire  , il 
faudra  s'en  tenir  aux  intégrales  données  par  les  troi- 
sièmes équations  des  groupes  (aSy)  et  (a56)  fart,  aqg 
et  398] , en  y faisant  p—  i et  q=  a. 

,3o6.  Mais  si  m est  un  nombre  fractionnaire,  soit 
positif , soit  négatif,  ou  peut  trouver  les  intégrales  de 
dx  (1  +a  sinx)"  et  de  dx  (1  -f-a  coax)™,  en  se 
servant  de  notreformule  (aoo)  [|art.  aSyQ.  Par  exemple , 

dx 


eoit  proposé  d’intégrer 


y 


Je  fait 


• (t«f-,aco8x)‘ 


^ = C08  X, 


d’où 


dx== , 

^ V i/i-r 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  proposée,  il  vient 
la  transformée  * 


■(«). 


{]  I -|-3ay-}-(3a“ — 1 ) y*-f-a(a*-3)^ — 5ay* — «V]  * 

qui  comparée  avec  la  formule  Xfdx  que  nous  avons  ^ 
intégrée  à l’article  aSy , donne  p = — ^etX=c:au, 


Oigiîi-"ed  iiy 
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polynom»  de  la  formule  (a)  renfermée  entre  cro- 
chet* ; donc  ^ 

X'  = 3a+a  (3a* — i)j'-f-3a(<i*— 3)y— -laoy*— 5o®y, 
X'=a^^  1 ) + Sa  (a* — 3)  y — 3Say* — aoo^’ , 
X*=6dC<^— 3)  — 7aa*^— Soa^*, 

X'*=^— -73a* — laoa^, 

X*  = — laoo’  et  X**==o. 

. w . » ^ . 

Substituant  ces  valeur*  dans  l’équation  (aw)  [[art.  a5^ 
et  mettant  à la'  place  de_y  sa  valeur  cos  x,  on  ama 
l’intégrale  par  série  indéfinie  de  la  proposée.  ^ 'C 

307.  Proposons-nous  maintenant  d’integrer  la  for- 
mule différentielle  transcendante  dyl  ( 1 4-^cos_y). 

On  a ' ' 


Z ( i -4-  O cosy) 
a*co»y 


«’cos’y  , o*cos*y 
:aco.^ 


-f-  etc. 


(o). 


■h 


>et  substituant  dans  cette  formule  (a)  les  valeurs  des 
puissances  de  cos^  en  fonction  des  premières  puissances 
des  cosinus  d’arcs  multiples  de  y , il  vient  , > 


Z(t+aco8^)=— 


1.3  g4 

3.4  4 


1.3.5  O» 


i.Stf 


3.4.6  6 

1.3.5a*  , * -3.5.7  ”1 


etc. 


5 


3^  4-6 

* -f- etc «-(i)- 

Donc  faisant 

Z ( 1 -4-  a cos  _y  ) = >—  A -f-  B cos_y  — C cos  ay  ^ 
‘ -f-  D cos  3y  — etc (c) , 


■ ^ P 

‘ f 
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. 1 fl*  , 1 .3  , 1 .3.5  a®  , ^ 

Ar= h — -7  H 7—73  4"  etc. . • . (rf).  ' 

Or , remarquons  que  si  l’on  différentio  une  fonction 
constante  en  regardant  la  constante  comme  variable  , 
et  qu’ensuite  on  intègre  la  formule  différentielle  obte- 
nue en  'ajoutant  à l'intégrale  la  constante  convenable  , 
on  devra  avoir  pour  résultat  une  fonction  qui  , par 
elle-même  ou  par  son  développement , sera  identique 
avec  la  proposée.  D'après  cette  remarque  essentielle  , 
puisqu’elle  peut  servir  à reproduire  une  quantité  sous 
une  forme  plus  simple  que  celle  sons  laquelle  elle  s’est 
déjà  présentée,  dilférentions  l’équation  (J),  ce  qui 
nous  donnera 


t7al~a‘  , 1 .3  , i.3..5a*  . “1 

f dA=—  -4 -7  4 + I 

< «La  2 4 2.4  6 J 

= rC7^.-']. 

et  intégrant , jl  viendra 

A=I /«=/ î— ; f-const...(e). 

a a* 

as 

Mais  si  a = o,  l’équation  (rf)  donne  A = o;  ainsi 
l’équation  (e)  devient 

O — / f 4"  const.  , 

Pour  déterminer  la  valeur  de  la  fraction  vague  f , a 

laquelle  se  réduit  lorsque  « = o , nous 

nous  servirons  de  la  méthode  enseignée  à l’article  60  , 
ce  qui  réduira  la  fraction  précédente  à celle  — . 
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d’une  seule  variable. 
qui  devient  J lorsque  a = c ; donc 

const  = — /5=/a. 


44^ 


^ Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (e)  , on  â 
complètement 

(/).  • 

De  même  l’identité  qui  doit  exister  entre  les  équa- 
tions (c)  et  (6)  donne 

" 1 .3  , 1 .3.5  a®  . . 

'®  = ° + "4"  3 776"  5 +®tc.‘.-(s:).^ 

et  difTérentiant  cette  équation , il  vient 

dB  = da  [x  + a<+ 

OU , ce  qui  est  la  même  chose  , , 

if 

adora*  . i-3-5e®  . 1.3.5.70»  , _ 

‘“‘=>Lï+-rv+4T7+4X8  v+"'J 


La  4 

S2da  2 üd(i 


(/O- 

Ÿ 1—0*  “ 

Or,  si  l’on  fait  a—  J,  le  premier  terme  de  la  valeur 

, . ir.  J • — ^bdb 

que  nons  venons  de  trouver  a oB  devient  — ■ , 
^ V-b^—  1 

dont  l’intégrale  est  — a \/i*— . 1 , et  remettant  la 
valeur  de  é = - , on  aura 

O 

•i  f'üda  1 

J a,',  ' — a* 


2 v/ 1 — o*^ 

a 


i**»  ' ^ 


•.  *■« 


- -f  ♦ 
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De  plus , 


/ada a 

O*  a’ 

donc  l'intégrale  de  l'équation  {h)  est 
a [i  — V^i  — 3 


B = 


r + const. 


Mais  lorsque  a=xo  , l’équation  (^)  donne  B = o,  ce 
qui  change  la  précédente  en  celle  o = -j  -f-  const. 
Pour  déterminer  la  valeur  de  la  fraction  | à laquelle 


se  réduit  celle 


1 [ I — \/ 1 — a*3 


lorsque  c = o , nous 


servant  toujours  delà  méthode  del’articleSo;  cetteder-< 
nière  fraction  se  réduira  à celle  — — gui  devient  o 

lorsque  a = o , donc  const  =s  o ce  qui  doiine  com- 
plètement 

a 


■0). 


et  comparant  cette  dernière  équation  avec  celle  (_/"), 
on  en  conclura  que 


a 


.(*). 


Actuellement  dilFérentiant  l’équation  (c) , et  divisant 
l’équation  différentielle  par  dy,  il  viendra  celle 


a sin 


X—zzzB  sin  y — aC  sin  a^  + 3D  sin  3y  — etc. 


i-f  acosy 

Chassant  le  dénominateur  , passant  tous  leé  termes 
dans  un  senl  membre  , et  mettant  à la  place  de 

sin  y cQfiy  , sin  ay  cosy , sin  3y  cosy les  valeurs  < 

de  ces  quantités  déduites  de  la  première  équation  du 


V 


S 


fi- 
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groupe  (a)  (^art.  274  3 1 on  aura  l’éqnation 
c = — B Ïsin2j’ — 3D  jsin^  + etc. 

+ 0 f — sBa/  +ïCa>  — etc. 

,+  |Cal  — |bJ  +iEa)  —etc, 

+ a y 

qui , devant  avoir  lieu  indépendt-rniment  des  valeurs  de 
y , nous  donnera  les  équations  particulières 


-CO. 


dont  il  est  aisé  d'augmenter  le  nombre  à volonté,  d’après 
la  loi  qui  les  régit. 

Mais  on  peut  ramener  ces  valeurs  de  A,*B,C,D. . . . 
qui  dépendent  chacune ‘de  celles  qui  précèdent,  à des 
formes  extrêmement  simples  et  indépendantes  les  unes 
des  autres.  En  effet  faisant 


d'où 


on  aura  par  les  substitutions  convenables  dans  les  équa- 
tions çk)  , (»  ) ett>(0  * cellss 

A = 4.  B = »J.  C = S4-.  I 

b = fi»*  E = ^b*,  F = fi»,etc.J 

qu’on  peut  prolonger  indéfiniment  et  sans  calcul , ca^ 


St*- 
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il,  est  aisé  de  voir  par  la  'loi  qui  régit  ce»  équation»  , 
que  le  coefiicient  représenté  par  la  lettre  capitale 

de  l’alphabet  est  = • 

Substituant  ces  valeurs  de  A , B , C . . . £équat.  (m)^ 
dans  l’équation  (c) , ou  a celle 

i(  1 +a  cos^)  ^ +si  cos  y'—  ~ 6*cos  a_y  + f i^cos3y 


— î cos  4y  4- 1 é*  cos  5y  — etc (aG4). 

'•Multipliant  cette  dernière  équation  par  dy  et  intégrant, 
il  vient* 

r/dyj(\ '+<icosy)^l-^y  + abslny—-^ b»sia  ajt 

sin  ^ 6^  sin  4y  “f*  "f"  const. . . (a65) . 

3o8.  Faisant'  a = 1 , l’équation  (aG3)  donne  b=i. 
De  plus  , on  a alors  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion ([364)  qui  se  réduit  à 

/(i+cos^)=/(a  cos*  iy  ) = /a  + a/ cos  ij'  ; 

'donc  faisant  = x , d’où  yz=ax,  l’équation  (364) 
donne 

/.cos  X = /;  + f pos  ax  — ï cos 4a:  + 5 cos  6x 
~ i cos  8x  -f*  c^c (a66). 

♦ 

, De  même  , faisant  a = — t , on  tire  de  l’équation 
(s63)  i = — 1 , et  puisque  l’on  a alors 

/ (i-f-acosy)  = /(i — cosj)=i/2+a  logsinjjf,  ^ 

• * 

on  déduira  de  l’équation  -(364)  > «n  y faisant  encore 
aj  = X , * 

/.sinx 


% 

> 


« , .. 


• h 

•**  '♦  f * 


i*.  . 
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, /.sin  A=/5 — f cos  ax — ; cos  4^:  — | cos  6x 
— cosSx  — etc ^(067). 

De  l’équation  (a6S)  retranchant  celle  (2G7),  il  vient' 

/.cot  X = a cos  ax  5 cos  Sx-}-  | cos  lox 
+ y cos  i4x  + etc . . ..(268). 

Changeant  les  signes  de  tous  les  termes  des  seconds 
membres  des  équations  (26G),  (2G7)  et  (268)  , on  aura 
les  expressions  en  suites  indéfinies  des  quantités  respec- 
tives l.séc.  X,  /.côséc  X et  é.tang  x. 

Multipliant  chacune  des  trois  équations  ( 2G6  ) 
(2G7)  et  (2G8)  par  dx,  ensuite  intégrant  les  trois  pro- 
duits , on  aura 

fdxlcosx  =x/i-|--^sinax î-;sin4x'' 

' ..  a ' 1 .a  a. 4 

+ g^sin  Gx  — etc.  + const., 


fdxl, sin  x — xl ^sin  ax  — sin  4x 

■'  a 1.2  a;4  I 

— sin  Gx  — - etc.  4-  const. , 

0.0 


<369).- , 


fdxl, cotx  = — sin  2X-f-=^sin  Gx 
' 1.1  ^3.0 

♦ 

-f-  g-g  sin  lox  -f-  etc.  -f-  const. 

» 

Changeant  les  signes  des  seconds  membres  des  équa- 
tions du  groupe  (aGg),  il  est  clair  qu’on  aura  les 
intégrales  de.  dxlsècx  , dxl  cotée  x et  Jxétang  x. 

«9 
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Actuellement  faisant  attention  que  m: 

“ T 

fdx  /.sin-vers  x — fdx  I (,i  — cos  x ) 
z=fdx  l.i,  sin'jx  = /<ir/.2+  zfdxl.sai^x 

il  sera  aisé , par  le  moyen  de  la  seconde  équation  dai 
groupe  (aGg) , de  trouver 


asm:p 

fdxl.sin-\ax~xl- 


sin  ax  a sin  3x 


a 1 
3 sin  5x  sin  Gx 


3.6 


1 .3  3* 

— etc.  + const . . . (270). 


sin  4^ 

3.4 

309.  Pour  intégrer  les  formules  différentielles 
m“  sin“xdx  et  m“  cos*xdx , nous  nous  serviront  de  la 
méthode  des  intégrations  réciproques  (art.  aiy)  , et 
chercherons  à ramener  les  intégrations  des  quantités 
proposées  à celles  d’autres  formules  que  nous  sachions 
intégrer  directement.  » ^ 

Différentiant  771“  sin*x , on  a 
«î.7n“sin"x  = almm‘"am''xdx+  nm'“sia’‘~'x  cos  xdx} 

J.  . ■ • 

d ou  1 on  tire 


//7i"sin*x<ic=  •“  ^ f 7i"sin"-‘Æ  cos  xdx. . (a). 

Différentiant  le  facteur  de  dx  sous  le  dernier  signe  d’in-» 
tégration,  il  vient 

d.m"  sin““‘x  cos  x z=aîm.m‘^  sin*”*x  cos  xdx 
-f.  ( 77  — 1 ) 7n"  sin*~*jqpos*xdx  — 771“  sin"xcîx  ; 

d*où 


fm!^sa^'xc(Xxdx— 


m‘“sm*"^cosx  77-1  , 

-r-fth"sia”\*xdx 


alm 


oint 


+ -r-  fm'^sui.*xdx. 

^ aln  ■'  * * 
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Substituant  cette  valeur  dan»  1 équation  (c) , transpo- 
sant le  dernier  terme  dans  le  premier  membre,  réduisant 

et  divisant  toute  l’équation  par  ^ il 

fm-^dx  sin"x  = C(«/m)  sin  x-  ncos  x] 

, CayO- 

Mettant  successivement  dans  cette  dernière  équation 

n~a  , n —4 ,n  — 6 à la  place  de  n , il  est 

clair  que  si  n est  un  nombr^  entier  et  positif , on  par- 
viendra par  des  substitutions  continues , à ramener  l’in- 
tégration demandée  à celle  de  m“dx , si  n est  un 
nombre  pair  , et  à celle  de  771“  sin  xdx  , si  n est  un 

nombre  impair  j or  /m«rfx  = ~ Tn-*.  et  lorsque  n 

*st  r=  1 , la  formule  (371)  donne  tout  de  suite 

fm-^dxsm  x = .j-q-^-^  (a/msin  X— cosx). . . (^72). 

Opérant  d’une  manière  semblable  pour  intégrer 
rrC^dx  cos"x,  on  trouvera 

Jm'^dx  cos-x  = ^-~L^  [ alm  cosx+n sin  x ] 

+ (373). 

Ainsi  n étant  un  nombre  entier  et  positif,  la  formula 
précédente  pourra  se  prolonger  jusqu’au  terme 

/m«</x=  ^ 
alm 

si  n est  un  nonïbre  pair  ; et  si  77  est  un  nombre 

33.. 
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pair , l'intégration  de  la  propojée  se  ramènera  à la 
•uivante , donnée  immédiatemfcnt  par  l’équation  (îiy’5) 
lorsqu’on  y fait  n=  i., 

cosx  ==  (û/m CMX+ smx)..^ 

Applications.  I.  J/itégrer  e**  sin^xdx. 

Nous  avons  a=3,n  = 4etm=c,  d’où 
Im  — le  =:  i. 

* 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (271),  il  vient 

fe^^im^xdxzirz ( sin  æ -r-  2 cos  x ) 

+ f yè**sin’x<£r (6) . 

Actuellement  faisant  n = a , la  même  formule  (271) 
donne 

- . . e**sinjr,  . 

/é'*sm'‘xax= — 2 — (sin  x — cos  x)  -f-  i e‘*. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’éqjuation  (i) , il  vient 
c®*sjn  JC  ^ 

fe^sin^xdx—  — — C ^ ® cosx) 

I ( sin  X — cos  x)]  + ^ e“*  + const. 

II.  Intégrer  e’*cos’xdx. 

Nous  avons  a=2,n  = 3etm  = c.  Substituant  ce* 
Valeurs  dans  l’équation  (273) , il  vient 

cos*^ 

/e**dx  cos’x  = — — ( 2 cos  X + 3 sin  X ) 
ri-  n/e***^  CO*  X. .... . (c). 
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Mais  l’équation  (074)  donne 


, , c**  ( a cos  x+ sin  x) 

fe‘*dx  cos  X = i g ; 


donc 


fe**co^xdx  = Yg-  [ cos*x  ( a cos  X + 3 sin ^ 
+ |(  a cos  X + sin  X )3  coast. 
3 10.  Puisqu’on  a généralement 


tin  a sin  i ^ ços  ( a ■—  5)  — i cos  (a  + 5) , 

cos  a cos  5 = ï cos  ( a + è)  + 5 cos  (o  — i) , 

sin  a cos  b = ^sin  (a  + b)  + 4 s'n  (®  — ^)» 

cos  a sin  6 = I sin  (a  + 5). — ^ sin  (a  — i), 

( voyez  la  T’Wg'onom^fn’e  de  Legendre , art.  ay)  ; il  est 
clair  que" faisant  a = px  et  b -=qx , on  aura 

sin  px  sin  qx=icos(p — q)x— | cos(p+qi)x 
cos  px  cos  qx=icos( p+q)  x -l- 1 cos ( p — q)  x 
sin  pxcos  qx  = i sin  ( p+q)  x -j-  - sin  (p — q)  x 
cos  px  sin  qx  = i sin  (p+q)  5 sin  ( p — q)  x 

donc , on  ponrra  toujours  ramener  les  intégratiy|||  des 
fonctions  différentielles 

( sin  pÜ  sin  qx  ydx 
(cos  px  cos  qxydx 
( sin  px  cos  qx  )"dx 

anx  intégrations  de  quantités  différentielles  de  la 
, forme 


â 
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* 

-^cos»  {p  + q)xd(^p+q)x, 

^-^cos"  {p  — q)xd{p—q)x, 

^-^sin"  {p+q)xd{p-^q'}x, 

sin"  (p  — q)xd(p  — q')x, 

A cos“  (P  + 9)  X cos*  (p  — > <7)  xdx , 
et  B gin"  (p  + q)  x sin*  (p  — q)  xdx , 

A et  B représentant  des  coefticiens  numériques. 

Les  quatre  premières  formules  du  groupe  (c)  s’inté- 
grent par  les  méthodes  enseignées  aux  art.  377... ..282. 
Pour  intégrer  la  cinquième  formule  du  groupe  (c)  , il 
faudra  développer  cos  (p-f-q)  x et  cos  (p — q)  x en 
suites  des  puissances  de  cos  x (_voyet  la  Géométrie  de 
Legendre,  art.  33  de  la  Trigonométrie , première  et 
seconde  lignes  de  lapage  554  1 quatrième  édition) , éle- 
verces  développemens  aux  puissances  respectives  aeX  b , 
multiplier  entre  elles  les  deux  Suites  résultantes,  ensuite 
multiplier  chaque  tetme  du  produit  par  dx  \ de  manière 
qu’on  j^ura  qu’à  intégrer  une  suite  de  termes  de  la 
forme^Pcos^xcla: , ce  que  nous  savons  faire  ( art.  278 , 
380,282).  e 

De  même  , pour  intégrer  la  dernière  formule  du 
groupe  (c)  , il  faudra  développer  sin  (p  + q)  a:  et 
siii  ( p — q ) X en  suites  des  seules  puissances  de  sin  x , 
si  des  deux  quantités  p et  q l’une  est  paire  et  Tàutre  est 
impaire  , ce  qui  rend  p+q  et  p — q des  nombres  • 
impairs:  ou  développer  sin  (p+  q ) x et  sin  (p  — q)x 
en  suites  de  puissances  de  sin  x multipliées  par  cos  x, 
li  les  nombres  p et  q sont  tous  les  deux  pairs  ou  tous 
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les  deux  impairs,  ce  qui  rend  p-\-  q et  p—q  des  , 
oombres  pairs.  Ensuite  élevant  ces  développemens  aux 
puissances  respectives  a et  b •,  et  multipliant  entre 
elles  les  deux  suites  résultantes , on  n’aura  qu’à  inté—  • 
grer  des  termes  de  la  forme 

D sin'xdx (d), 

si  a et  6 sont  des  nombres  pairs , quelles  que  soient 
les  valeurs  paires  ou  impaires  de  p et  deq  , ou  si  Tube 
des  deux  quantités  p et  q étant  paire , l’autre  est 
impaire  , quelles  que  soient  les  valeurs  paire  ou  impaire 
de  a et  de  b.  Mais  si  les  deux  nombres  représentés 
par  p et  q étant  tous  les  deux  pairs  ou  tous  les  deux 
impairs  , les  deux  nombres  représentés  par  a et  6 , ou 
un  seul  de  ces  deux  nombres  est  impair  j on  aura  en- 
core à intégrer  des  termes  de  la  forme 

E sin*x  cos'xdx fe)  : 

or,  la  formule  (d)  s’intégre  par  l’une  des  méthode* 
enseignées  aux  articles  277,  279  et  aSï  , et  celle  (e) 
s’intégre  par  les  méthodes  enseignées  aux  articles  aSS 
et  387.  Donc  les  intégrations  des  trois  formules  (&) 
dépendent  absolument  de  celles  que  nous  avons  consi- 
dérées précédemment  dans  ce  chapitre. 

3ii.  Les  intégrations  des  formules 


m'^dx  sin  px  sin  qx'^ 
m^^dx  cos  px  cos  qx 
m'^dx  sin  px  cos  qx. 


.(U) 


n’oITrent  aucuns  difllculté  d’après  ce  qui  a été  dit  dans 
les  deux  articles  précédens , puisque  par  le  moyen  des 
équations  (a)  de  l’art.  3io,  on  pourra  décomposer 
I chacun  des  produits  de  deux  facteurs  trigonométri<^u9s 
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des  formules  (c)  de  cet  article , en  un  binôme  dont 
chaque  terme  ne  renfermera  qu*un  cosinus  ou  un 
5Înii3  \ 6t  pâr  const;^U6Dt  tout  S6  rcduirâ  d intégrer 
des  quantités  différentielles  de  la  forme 

{bx')  cos  (bx)  et  (bx)  sin  (ix), 


ou 


\.{bx) 


7»*  d (bx)  C03  (^bx)  et  rti 


J. 

d (bx)  sin  (bx)  , 

dont  les  intégrales  sont  immédiatement  données  par  lea 
formules  (274)  et  (272)  , en  mettant  dans  ces  for- 
mules et  bx  à la  place  des  quantités  respective» 
C et  X, 

Par  exemple , soit  proposé  d’intégrer 

m'^dx  sin  5x  sin  3x , 41 

la  première  équation  du  groupe  (a)  de  l’article  3to 
donne 

sin  5x  sin  3x  = ~ cos  2x  — j cOS  8x  ; 

donc 

/m“dx  sin  5x  sin  3x  = i d (2x) 

— • 8x  I TTl** 

■ ï fin*  cos  8xd (8x)  = T (cos  ax  /m-f  sin  ax) 

— I Qfiny+i  8x/m+sin8x). 

Sia.  Enfin  la  théorie  précédente  nous  donne  toujours 
« facilité  d’intégrer  la  formule  différentielle 

K 

^ m"dx  sin"x  cos'x  , 

puitqu’en  développant  sin*x  en  une  suite  de  cosinus 
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d’arcs  multiples , fi  n est  un  nombre  pair  Qéguat.  (a)  , 
art.  281]  , ou  en  une  suite  de  sinus  d’arcs  multiples  , 
*i n représente  un  nombre  impair [équat.  (b),  art.  281], 
et  développant  cos’’x  en  uue  suite  de  cosinus  d'arcs 
multiples  équat.  (a)  et  (Z>)  , art.  282  ] , ensuite  mul- 
tipliant lé'  produit  de  ces  deux  développemens  par 
m'‘*dx  , on  n’aura  plus  qu’à  intégrer  une  suite  de  termes 
de  la  forme  cos  p.v  cosqxdx , m“^  sin  px  cos  qxdx 
que  nous  savons  intégrer  (art.  3ii)  , et  d’autres  termes 
de  la  forme  m"*  cos  pxdx  ou  m"*  sin  pxdx  qu’on  peut 
«écrire  ainsi  qu’il  suit 

a ' a 

-,px  -.px 

cos(p.x)  d (pv)  mP  sin  (p.r)  d (px) 

• P 

dont  les  intégrales  sont  directement  données  par  lelfor- 
mules  (274)  et  (272). 


CHAPITRE  VI. 

♦ 

Des  intégrales  prises  entre  des  limites^ 

* 

3i3.  Représentant  par  fx  l’intégrale  obtenue 
«uivant  les  méthodes  enseignées  précédemment  de 
Xdx;  cette  intégrale  est,  comme  nous  l’avons  déjà 
dit  à l’article  aoi  , incomplète  tant  qu’on  n’y  ajoute 
pas  la  constante  convenable  ej  déterminée  d’après  la 
nature  de  la  question  qui  a donné  lieu  à ces  calculs  ; 
et  si , ne  déterminant  pas  cette  constante  , on  ne  fait 
qu’écrire  à la  suite  de  l’intégrale  fx  , l’abréviatroo 
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const. , qui  représente  une  constante  indéterminée  , 
alors  l’intégrale  de  Xd*  n’est  qu’indéterminément  com- 
plète. Ainsi  représentant  par  C une  constante  déter- 

i 


fXdx=fx  + C 
fX.dx=fx 
fX.dx  =fx  -f-  const.  I 


qui  est  une 
intégrale 


'complète, 

I incomplète, 

I indéterminément 
complète. 


Mai.s  si  dans  la  première , ainsi  que  dans  la  troisième 
équation  précédente , on  donne  successivement  deux 
valeurs  a et  é à l’x  de  fx , et  qu’on  retranche , par 
exemple,  de  l’intégra^  oè  x = b,  celle  où  a;  = a,  il 
est  clair  que  dans  l’une  comme  dans  l’antre  de  ces  deux 
équaf^ons , la  constante  disparaîtra  ; donc  le  résultat 
sera  le  même , quelle  que  soit  celle  des  trois  éqpiations 
précédentes  sur  laquelle  on  opérera. 

La  quantité  fb  — fa  provenant  de  l’intégrale  fx , 
prise  depuis  a;=a  jusqu'à  x=xb,  s’appelle  intégrale 
prise  entre  les  limites  a et  b, 

Sf  pour  x—a  on  a fX.dx=xo^  alors  l’intégrale 
est  dite  prise  depuis  son  origine  jusqu’à  la  limite  b. 

C 

L#s  intégrales  prises  entre  des  limites  sont  très- 
avantageuses  pour  avoir  avec  une  grande  approxima- 
tion les  intégrales  des  différentielles  qu’on  ne  peut  in- 
tégrer exactement,  et  outre  cela  elles  ont  quelquefois 
de  belles  propriétés  que  nous  serons  dans  le  cas  d’exa- 
miner par  la  suite.  Nous  allons  , dans  ce  chapitre  , 
faire  connaître  le  -premier  de  ces  avantages  ; ensuite 
nous  examinerons  les  propriétés  de  quelques  inté- 
grales du  chapitre  précédent , lorsqu'on  les  prend  entre 
certaines  limites. 
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Zïjf.  Prenant  pour  plus  de  généralité  l’intégrale  de 
X.dx  entre  le?  limites  x et  a:  -f-Ax,  et  représentant 
parX,  ce  que  devient  X lorsqu’on  y substitue  x + Ax 
à la  place  de  x , on  aura 


ou 


Mais 


fX,dx—fXdx, 

^ , dfXdx  , ^ d^pidv  Ax* 

^fXdx  Ax* 

I _^L_ + etc. 

• dx'  a . 3 . 


dfXdx  ^ 

-1^  = ^'’ 

, r.  . . dX  dX' 

donc  taisant  successivement  X = -t—  , X = — . . . , 

dx  dx 

on  aura 

A /Xdr=XAx+X'  ^4-  X"  ^ + etc .(ayS). 


Substituant  à la  place  de  x I*  première  limite  a , et  â 
la  place  de  Axla  différence  b— a des  deux  limites, 
l’équation  (ayS)  donnera  l’intégrale  demandée  entre  les 
limites  a et  b. 

•* 


3i5.  L’équation  (ayS)  ne  peut  avoir  un  nombre  fîfti 
de  termes  qu’en  tant  qu’un  des  X accentués  s’évanouit , 
c’est-à-dire  que  l’X  primitif  ne  se  compose  que  de  termes 
aS'ectés  de  puissances  entières  et  positives  de  la  varia* 
ble  x;  or , dans  ce  cas-là , il  est  encore  plus  simple , 
pour  avoir  l’intégrale  de  la  formule  proposée  Xdx 
entre  les  limites  a et  à , d’intégrer  chaque  terme  ea 
particulier,  d’y  faire  successivement  xr=aetx=6, 
ensuite  de  soustraire  du  second  résultat  le  premier. 

De  même  dans  le  cas  où  XÀx  peut  s’intégrer  exac* 


'O- 
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m 

tement , quoique  tous  les  termes  du  polynôme  repré- 
senté par  X ne  soi^t  pas  alTectés  de  puissances  en- 
tières et  positives  de  x,  on  ne  doit  pas  se  servir  de  la 
formule  (ayS)  pour  avoir  l’intégrale  demandée  entre 
les  limites  a et  b , puisqu’alors  aucun  X accentué  no 
s’évanouissant,  la  série  donnée  par  la  formule  ( 276  ) 
se  prolonge  indéfiniment  et  par  conséquent  ne  donne 
pas  exactement  l’intégrale  cherchée  entre  les  limites 
proposées,  au  lieu  qu’on  peut  l’avoir  exactement  en 
prenant,  suivant  les  méthodes  des  chapitres  précïdcns , 
l’intégrale  exacte  de  X.dx , ensuite  y substituant  suc- 
cessivement à la  place  de  x , les  limites  a et  é , et 
enfin  en  prenant  la  dilférence  de  ces  deux  résultats. 


3iG.  Il  suit  de  là  que  la  formule  (276)  ne  peut 
être  utile  dans  les  intgpations  que  lorsque  l’on  cherche 
l’intégrale  d’une  foiiction  différentielle  Jidx  qui  ne 
peut  s’intégrer  exactement;  mais  dans  ce  dernier  cas  , 
la  formule  (276)  devient  exjxêmement  favorable  à la 
recherche  de  l’intégrale  av#c  une  très-grande  approxi- 
mation , de  certaines  formules  que  l’on  n’aurait  pu  in- 
tégrer qu’avec  peu  d’approximation  par  les  méthodes 
enseignées  au  chapitre  IV.  En  effet,  ouAr  (=  b — o) 
est  une  quantité  assez  petite  pour  rendfe  la  suite  (276) 
très-convergente , ou  si  elle  est  trop  grande , on  peut 
la  subdiviser  en  un  nombre  n de  parties  égales  et  sufH- 
lamment  petites  , que  je  représente  par  i'x  ; alors 
prenant  d’abord  l’intégrale  de  Xdx , depuis  x jusqu’à 
X’j-i'x  ,\à  formule  (276)  donnera  cette  intégrale 


. x'i-x^  , , 

^ + -^73-  + etc. . 


•t  représentant  cette  dernière  quantité  par  X, , on 

aura  l’intégrale  de  X^dx  prise  depuis  x + fx  jusqu'à 

{ 

» 

i 


« 


if 


( 


» 
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X + al^x , qui  sera  ^ 

• x/,+2^+S|!  + .,..  _ 

De  même  représentant  cette  dernière  série  par  X*,  on 
trouvera  qpe  l’intégrale  de  X^t/x  depuis  x -f-  aJ'x  jus- 
qu’à X 4*  3à'x  est 

_ ^ . x^j'x*  , x;j'x^  . ^ . . 

. x,i‘x  + — ^ + -fj-  + etc. 

* 

Enfin  Ax  ayant  été  divisée  en  n parties  égales  S'x, 
l’intégrale  de  X„_,f/x  depuis  x -f-(n—  1 ) ^~x  jusqu’à 
X -J-  ni'x  ou  X -{-  Ax  est  ^ 

Xn.iJ-x  1 = 1-  etc. 

a a .0 

Donc  réunissant  toutes  ces  intégrales  entre  les  limites 
partielles  x , ^-f-à'x , x+  aà'x.  ...x-}-(;i — i)^x, 
x-f-Ax,  on  aura  l’équation 

A fX-dx  ou  fXdx  depuis  x jusqu’à  x -f- Ax=e= 

( x-1-x.-i-x.....f  x„-,)^x-f  (X'-f-x;+x:...4-x'^,)  tç 

4-  (x"+x:+x: . . . .4-X\_0  4.  etc . . . .(ayG) . 

qui  donnera  l’intégrale  de  Xdx  entre  x et  x 4*  Ax 
avec  telle  approximation  qu’on  le  désirera  j puisque 
la  quantité  ^x  a pu  être  prise  aussi  petite  qu’on  l’a 
voulu.  i “ 

317.  Ainsique  nous  l’avous  déjà  annoncé  à l’art.  3i3 , 
les  intégrales  prises  entre  certaines  limites  ont  quel-, 
quefois  des  propriétés  remarquables,  soit  par  leurs 
rapports  avec  d’autres  , soit  par  elles-mêmes.  Nous 
allons  en  donner  quelques  exemples.  * 
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1®.  Les  intégrales  de'  dxltps  x et  de  dxl  sin  X 
[groupe  (aGg),  art.  3o83  étant  prises  entre  ars=o  et 
a:  = I *• , sont  également  ~ ni  ^ ; donc  entre  les  limites 
O et  ^ îT,  on  a ^ 

fdxl cos  X ~ fdxl  sin  X = 


a°.  Et  puisqu’on  changeant  les  signes  des  seconds  ^ ^ 
membres  des  deux  premières  équations  du  groupe^ (a6q) 
[art.  3o83i  on  a les  intégrales  de  dxl  séc  x et  de 
dxl  coséc  X , on  en  conclura  de'même  qu’on  a , depuis 
X = O jusqu’à  X = j *■, 

fdxl  s4c  X ~ fdxl  coséc  x = ~ /a. . . . (378) . 
a®.  Prenant  l’intégrale  (270)  [ art.  3o83  depuis  x=o 


jusqu’à  X = — , on  a dans  ces  limites  ,$ 

fdxl  sin-yers  x ^ , 

= ^ + r®  “ • -^"79). 

4“.  On  trouvera  aussi  que  la  même  intégrale  (270) 
prise  entre  les  limites  x=o  et,  x=zn,  donne  tfs 

fdxl  sin-vers  x = -—  «r/a (280). 


riN  DE  LA  PREMIÈRE  SECTlOIf  DU  CALCUL  INTÉGRAL. 
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« 
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NOTES 

RELATIVES  A LA  PREMIÈRE  SECTION 

DU  CALCUL  INTÉGRAL? 


NOTE  I, 

J 

De  la  recherche  des  facteurs  du  second  degré , 
recelant  deux  facteurs  imaginaires  j des  po-' 

ly nomes  algébriques  et  rationnels. 

« 

Toute  fonction  rationnelle  de  b qu’on  peut  géné- 
ralement représenter  par  ' 

» 

A -f  Bi Ci*  4- Di’ 4-Ri»’.^..(a')  , 

étant  égalée  à zéro  , il  est  clair  que  si  l’on  peut  par- 
venir à résoudre  complètement  l’équation  résultante  , 
les  facteurs  réels  du  premier  degré  se  présenteront  sous 
la  forme  E -f-  Gi',  "et  les  facteurs  imaginaires  sa 
présenteront  de  deux  en  deux  sous  la  forme  du  tri- 
nôme 

H*-f-aIi4-K*i* (i), 

dans  lequel  on  a conséquemment  i ; donc 


NOtES 


, , 

faisant  = cos  M , d’où  on  tire  I = HK,  cosM/ 

*et  substituant  cette  valeur  dans  le  trinôme  (b) , on 
aura  celui 

H*— sHK  cos  M.é  + K“i». . . .(c), 

lequel  représente  toujours  le  produit  de  deux  facteurs  ; 
imaginaires  du  premier  degré.  En  effet , égalant  cb 
trinôme  à zéro  , et  résolvant  l’équation  résultante , où 
trouve  que  ces  deux  racines  sont  ' 

i — ^ cos  M ± sin  M \/— • i ] , . . . (d). 

Or  ,*il  est  visible  que  si  le  trinôme  (c)  est  un  facteurdu 
second  degré  du  polynôme  (a)  , les  deux  racines  (d) 
seront  aussi  racines  de  (a)  ; donc  égalant  la  quantité 
(d)  à zéro  , ce  qui  donne  (a)  = o , et  substituant  suc- 
cessivement les  deux  valeurs  de  b que  l’on  déduit  de 
l’équation  (d)  = o , dans  l'équation  (a)  =o  , on  aura 
les  deux  équations  suivantes , 

A -f-  BN  [ cos  M -f-  sin  M \/ — i ] * 

•4-  CN“  [_  cos  nM  -}-  sin  aM  y/ — i ] 

-f-  RN'’  C cos  pM  V/ — 1 ]|  = 0 . . . (e)  ; 

A BN  [j  cos  M — sin  M ^ — i ] 

*4-  CN*  cos  aM  — sin  aM  y/—  i J 

-f-  RN^  Q cos  pM  — sin  pM  y/-i]....(f),  , 

dans  lesquelles  nous  avons  fait  pour  abréger , 

n = k 

Ajoutant  les  deux  équations  (e)  et  (f)  , ensuite  re- 
tranchant 

/ 

« 

« 
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tranchant  la  seconde  (/)  de  la  première  (g) , il  vient 
respectivement  à ces  deux,  opérations , les  équations 

A+BN cosM+CN’cos  2M...4.RNrcospM=o...(A) , 
. BN  sin  M+CN*sin  aM...-fRNr  sin  pM=o...{i) , 

par  le  moyen  desquelles  on  peut  aisément  décom-» 
poser  certains  polynômes  rationnels  en  facteurs  de 
degrés  inférieurs.  En  voici  quelques  exemples. 

I.  Représentant  par  n un  nombre  entier  et  positif, 
on  demande  de  trouver  tous  les  factéurs  du  second 
degré  des  binômes  a*“+  b*"  et  a*“ — b'*". 

On  a vu  en  algèbre , que  le  premier  des  binômes 
proposés  n’a  pas  de  racines  réelles , et  que  le  second 
n’a  de  racines  réelles  que  le.s  deux  adszb.  Donc 
~h  b‘*  a n facteurs  du  second  degré  , recélaut  cha- 
cun deux  racines  imaginaires,  et  — b‘"  n’a  que 

fl  1 de  pareils  facteurs  du  second  degré.  Cela  posé , 
comparant  les  deux  binômes  c*®  et  A’*  avec  le  poly- 
some fa)  , l’on  a 

A = a*",  (B,C..;.)  = o,  R=±:x  et  p = anf 

donc  l’équation  (A)  donne  célle 

û*"  te N‘" cos onM  = O (A), 

et  celle  ( i ) donne  l’égalité 

dt  N*"  sin  2/iM  = o , d’où  sin  anM  i=  b ; 

donc  l’arc  anM  est  multiple  de  la  demi-circonférenca 
■T  du  cercle,  ce  qu^  réduit  l’équation  (A)  à celle 

a**  dz  N*®  X te i = O. ...(/), 

le  signe  positif  qui  précède  l’unité  est  pour  le  cas  où 

3a 
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anM  est  égal  à zéro  , ou  un  multiple  pair  de  la  demi- 
circonférence  , le  signe  négatif  est  pour  celui  où  anM 
est  un  multiple  impair  de  «r. 

Mais  de  l’équation  ( / ) , on  tire 

ftll _ 

a=  V^::p  JV-'-xi  1 , 


d’où  il  est  aisé  de  voir  qu’alin  que  a soit  réel , il  faut 
pour  le  binôme  û*“  quij  donne  le  signe  — devant 

K’*,  prendre  l’tmité  négative  , c’est-à-dire  , prendre 
l’arc  anM  multiple  impair  de  la  demi-circonférence 
du  cercle  j et  pour  le  binôme  a*"  — qui  donne 
N*"  positif,  prendre  aussi  l’unité  positive  , c’est-à-dire 
l’arc  anM  multiple  pair  de  la  demi-circonférence  «■. 
Donc  représentant  par  m un  nombre  entier  positif, 
impair  pour  le  binôme  n*"  -f-  et  pair  pour  celui 
— i*",  on  aura 


d’où 


anM  = miT , 


M = et  o=  ^/N“"  = N=3  ^ [^uat.  ^ 

or,  il  est  évident  que  b u’ayant  pour  coefficient  dans 
les  deux  binômes  proposés  que  l’unité  , n’aura  do 
même  que  ce  coefficient  dans  les  facteurs  du  second 
degré  [[  form.  (à)  ] de  ces  binômes  ; on  aura  donc 
K = 1 , ce  qui  donne 

Substituant  les  valeurs  de  H , et  K dans  la  for- 
mula (é)  , on  a celle 

a*  — flocos—  6 -t- 6*....(m), 


1 
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dans  laquelle  faisaSt  successivement  m ^gal  à tous’  les 
nombres  impairs  , depuis  i jusqu’à  an  — i inclusive- 
ment , on  aura  le  nombre  n de  facteurs  demandés  du 
second  degré  du  binôme  a*"  + i’"  ; et  dans  laquelle 
faisant  successivement  m = 2,4»G....a(n  — i),on 
aura  les  n — i facteurs  demandés  du  second  degré  du 
binôme  a**  — ‘ 

Mais  afin  de  distinguer  les  termes  généraux  des  suites 
formées  par  les  facteurs  du  second  degré  de  l'un  et 
l'autre  binômes  proposés , nous  écrirons  celui  de 
«•“  -j.  ainsi  qu’il  suit , 

a*  — aab  cos. w + i*. . . .(n), 

an 

et  alors  faisant  successivement  dans  le  seul  numéra- 
teur an—  i du  coelTicient  de  tt,  n = v,  a,  3 n, 

on  aura  les  n facteurs  trinômes  du  second  degré  du 
binôme  d‘"  -4-  6“". 

Par  exemple  , soit  proposé  le  binôme  + ce 
qui  donne  n 3 ; on  trouvera  en  faisant  successive- 
ment l’n  du  numérateur  du  coefficient  de  *■,=!, 
a et  3 , que  les  trois  facteurs  du  second  degré  du 
binôme  proposé  sont  : 

a*-*-  aab  cosj  5r  + 6*±=a*— oô 
' a*—  aab  cosj  ^r -f- é”  = û’ + é*  , 
et  O*  — anJ  cosf  *• 

Quant  au  terme  général  du  binôme  a*“  — i*“,  nous 
l’écrirons  sous  la  forme 

c’—  aab  cas- sr-f-  b*...,  ..fo)  s 

n ' 

et  alors  faisant  successivement  n = a,3,  4-’ 

3o.. 
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dafas  1#  seul  numérateur  n — i Au  coelEcient  de 
on  aura  les  n — i facteurs  du  second  degré  du  bi- 
nôme a" , recelant  chacun  deux  facteurs  ima- 

ginaires du  premier  degré.  Par  exemple , soit  le  bînom» 

gG JG.  oji  trouvera,  en  faisant  successivement  l’n  da 

numérateur  du  coefficient  de  » dans  le  trinôme  (o)  , 
s=  a et  3,  les  deux  trinômes 

a* — ani  cos  J w + t*  = a*— o&  -f-  i* 

«t  O* — aa6 cos 5 «•  + i*=o*  + a6  + i*' 

II.  Soit  proposé  de  trouver  tous  les  facteurs  des  deux 
binômes  a*"^‘  ^b**"*"*. 

Il  est  clair  que  cette  formule , prise  avec  le  signa 
positif,  n’a  pour  racine  réelle  que  a-4-6 , et  que , prise 
avec  le  signe  négatif,  elle  n’a  pour  racine  réelle  que 
a—b\  donc  les  deux  binômes  proposés  ont  également 
n facteurs  du  second  degré , recélant  chacun  deux  ra- 
cines imaginaires;  or,  en  opérant  comme  dans  l’appli- 
cation précédente  des  équations  (K)  et  (i) , on  trouve 
les  équations 

^ N*"**"’  cos  Q(an-f-  i)M]=o 
sin  (^(an  + i )3  M = o ; 

de  cette  dernière  équation  on  conclura  que  (an+i)  M 
est  un  multiple  de  la  demi-circonférence  *•  du  cercle  ; 
ainsi  m étant  un  nombre  entier  et.  positif,  on  a 

e 

M=.  et  a=I/C=FN“-*-X=!=i].' 

an  -t-i 

Donc  a devant  être  par  hypothèse  une  quantité  posi- 
tive les  deux  facteurs  qui  sont  sous  le  signe  radical 
d’ei^osaut  impair  i doivent  être  pris  avec  les 
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mêmes  signes  ; il  faudra  donc  que  ( an+ 1 ) M soit 
un  multiple  impair  de  la  demi-circonférence  du  cercle 
pour  le  binôme  c*"^‘  ■+■  b***' , et  que  cette  même 
dernière  quantité  ( an  1 ) M soit  un  multiple  pair 
de  la  demi-circonference  t pour  le  binôme  a*“**-- 
Or,  nous  ayons  dans  tous  les  cas , 

“ (~k) ' 

puisque  le  coeflicient  de  b*"'*''  dans  les  deux  binômes 
proposés  est , abstraction  faite  du  signe  qui  l'afFecte  , 
égal  à l'unité  ; donc  substituant  dans  la  formule  {b)  , 
Cette  dernière  valeur  de  H,  ainsi  que  celles  de  K (=1) 

et  de  M { = — —r—lt  et  Mettant  à la  place  de  m 

\ an 

des  fonctions  convenables  de  n,  on  a pour  le  binôme 
Qïn+1  la  formule 

cf  — aab  cos  -■  w + 6*. . . . (p) , 
an  -f*  i ’ 

qui  donne  les  n façteurs  cherchés  du  second  degré  du 
binôme  précédent  , en  faisant  successivement  l'n  du 
uuraérateur  an — 1 du  coeflicient  de  v , =1,  a , 3.,..n. 
On  a de  même  pour  le  binôme  — i**’*"',  la 
formule 

. , a(n  — i)sr 

fl* — aab  cos  — ^ : - + 6*. . .(al, 

d'où  l’on  déduira  les  n facteurs  demandés  du  second 
degré  , en  faisant  successivement  l’n  du  numérateur 
du  coefficient  de  t = a,  3,  4-  • • .(q+i  )• 

III.  Proposons-nous  actuellement  de  trouver  1rs  an 
facteurs  du  second  degré  du  trinôme 

. a^*  — aa**b**  cor  b<* ( r). 
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Comparant  ce 


NOTES 

trinôme  avec  la  formule  (a)  , il  vient 


A — a^",  p = 4«.  R=i,  d’où  K=i; 

/ 

et  si  l’on  représente  par  l le  coefRcient  du  (an-f-i)*'’"* 
terme  qui , évidemment , est  celui  où  ù a pour  expo- 
sant an  , on  aura 

1 = — ao*"  cos  P. 

Ponc  réquation  (h)  donnera  celle 
ai” — an'““cos  PxN“"cos  anM-t-N<“cos4nM  = o....(s)  ; 
et  l’équation  CO  donnera  celle 
— aa*"  cos  P X sin  anM  -f*  N<*sin  4«M  = o 
qui , étaiît  divisée  par  aN^  an  anM  , se  réduira  à 
— o^'cGS  P,-f*N“"oosanM=:o, 


d’où,  l’on  tire 


N*«t= 


c COS  J 

cos  anM 


(O- 


Substituant  cette  valeur  de  N*»  dans  l’équation  (s)  , on 
a , toutes  réductions  faites  , , 


d’où 


sin*P  — cos’P  tang’anM  = o , 
tang  anM  = tang  P , 


et  par  conséquent , 

cos  anM  = cos  P ; 

donc  l’équation  (t)  se  réduit  à celle  • 

■ 'N  ou  H=±:o; 

mais  m étant  un  nombre  entier  et  positif , il  est  clair 
qu’on  a 

cos  P ï=  cos(3mT-|'P)  , 
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ce  qui  donne 

cos  snM  = cos  ( amw  + P ) , d’où  M = j 

an 

donc  mettant  ces  valeurs  de  H , M et  K ( = 1 ) dans 
la  formule  (6) , et  pour  simpUGer  le  trinôme  résul- 
tant , mettant  an  à la  place  de  am  , on  aura  la  for- 
mule 

fl*  ± aaù  cos  — " — - + &*••••(“)  1 
an 

d’où  dérivent  les  an  facteurs  demandés  du  second 
degré  , en  faisant  successivement , tant  pour  le  signe 
positif  que  pour  Ip  négatif,  l’n  du  coefGcient  de 
a- ï=  0 , 1 , a , 3. . . .n— 1.  ^ 

Par  exemple  , soit  proposé  le  trinôme  a®  — 
que  l’on  peut  écrire  sous  la  forme 

a*  — aa^ù^  cos  + i*. 

Comparant  ce  dernier  trinôme  avec  celui  (r) , on  a 
n = a et  P = isr; 

donc  faisant  dans  la  formule  (u)  l’n  du  coefficient  de 
*•  successivement  = o et  1 , tant  pour  l’un  que  pour 
l’autre  signe  -f-  et  — , on  trouvera  les  quatre  facteurs 
trinômes 

û*  aai  cos îT -1- i*,  et-  a'rpaoùsinTjsr-f-ù*, 

ou 

‘a*  ±:  ab  /-}-&»  et  c^-zpab 

rV.  Cherchons  enfin  les  an  -f-  i facteurs  du  second 
degré  du  trinôme 

jjî(2ii+i)_aa>«+ijj!i»+i  P ^ (i/)? 


47»  NOTES 

On  parviendra  par  le  même  calcul  que  celui  de 
solution  précédente , aux  équations 


et 


^•(aii4-o  _ aa®"'*"'  N**"*''  cos  P cos  ( an  •+•  i ) M 

^N®C»»+0  cos  2(3n-f"i)M  = o.  ..(a:)  , 


a*""*"*  cos  P . ’ 
cos  (an+  I ) M.* 


$ubstîtuant  cette  valeur  de  dans  l'équation  (a:)  ^ 
on  a , toutes  réductions  faites , 

tang  (sn+  i ) M = tangP, 

donc 

cos  ( 2»  + 1 ) M = cos  P , 


ce  qui  donne 


d’où  N ou  '11=:»; 


• mais  m étant  un  nombre  entier  et  positif,  il  est  visible 
que 

cos  P = cos  ( amx  ± P ) , 


donc 

d'où 


cos  (are  + 1 ) M = cos  {amxdfP , 
amx  ± P _ 
are+i  ’ 


M; 


mnii  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (b) , on 
aura  le  trinôme 

e*  — acùcos j- (-  b'.  ...(>)  , 

dans  lequel  nous  avons  mis , pour  plus  d’uniformité , la 
lelj:re  re  à la  place  de  celle  m. 

La  formule  {y")  donne  les  an-f-i  facteurs  du  second 
dagré  du  trinôme  proposé  (y) , en  faisant  d’abord  l’re 
du  coefficient  de  t = o , et  ensuite , tant  pour  l’»ia 
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«jue  pour  l’autre  signe  + et  — , faisant  cette  même 
lettre  n successivement  = i , 2,  3. . . .n. 

Par  exemple , étant  demandé  les  cinq  facteurs  du 
second  degré  du  trinôme  a*®  — -f-  6'”,  nous  l’écri- 

erons ainsi  qu’il  suit  : 

a*®-—  aa®i‘  cos  3 

ce  qui  donne 

P=iîr  et  a (an-f-i  ) = io,  d’où  n=!i; 
donc  faisant  d’abord  l’n  du  coefficient  de  x [ équa-^ 
tion  Cj)D  = O I nous  trouverons  pour  premier  facteur 
du  second  degré , ^ 

a*—  ani  cos  73  "■  -f- 

ensuite  faisant  successivement  l’n  du  coefficient  de 
«■  = 1 et  = 2 , tant  pour  le  signe  positif  que  pour  le 
négatif,  nous  aurons  pour  les  quatre  derniers  facteurs 
cherchés , 

O*  — aaicos-^  x-J-i®,  a*  — 
a*  + 2c6  cos  ^ X -f- h*  et  a*-f-aai  cos  ^ X 


NOTE  U, 


relative  à F article  a46. 

f 

A cause  que  le  binôme^* -f*  1 a également  pour  fac- 
teurs du  premier  degré  y ±.  V' — 1 et  1 ±y  \/ — 1 , 
nous  aurions  pu  , à l’article  246  , prendre  les  deux  pre- 
miers, et  alors , opérant  comme  nous  l’avons  fait  dans 
cet  article , nous  serions  parvenus  à l’équation 


arc  (tang 


' const 


const. 


474  • notes 

Mais  arc  (tang  r^y)  = o lorsque  ^ = o«;  donc 


const  — - 


3 V/ — 1 

et  par  conséquent  on  a complettemerit 
arc  (tang  I 


. :i 

’i  ^ 

1 >■  / 

fi+yv/— n 

1 V/-1 

11 

T 

|i+  7 i 

f Ef/ 1 

Li-y^— ij 

même  résultat  que  celui  trouvé  à l’article  s4S.' 

NOTE  III,  , 


relative  à Varticle  a47- 

\ 

L’üNE  ou  l’autre  des  deux  équations  (i88)et(i89) 
mène  à un  résultat  remarquable.  En  effet, ’si  l’on  fait 
dans  l’équation  (i88)  x = i , ou  dans  l’équation  (189) 
a;  — O , et  qu'on  représente  par  *■  la  demi-circonfé- 
rence du  cercle  ayant  pour  rayon  l’unité  , on  aura 

donc 

Z — / * 

a" 

OU 
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«=*=!+  5 + ^ + + "te.  =:  4,81049. 

donc 

( V'— 1 K-  = 0, 207879 .... 


NOTE  IV. 

Des  intégrales  de  trois  formules  dij[jferentielles 
algébriques  et  irrationnelles  assez  compli- 
quées j qui  se  déduisent  aisément  de  quelques- 
unes  de  celles  trouvées  aux  articles  298. . . , 
502. 


Divisant  les  deux  termes  de  la  fraction 
par  cosx,  on  a 


dx  cos  X 
p-j-q  cos  X 


donc  faisant  y — sec  x , d’où 

, 

COSX  J J 

la  formule  (a)  se  transforme  en  celle 

dy 

yVy^—i{q+pyi 

Mais 

f—r--—. — ns-Fx — P — — T-|-con8t....(ù) 

J q + p sec  X fl  L J p+q  cos  x J 

[jéquat.  (#6i) , art.  3oaj]-,  donc  si  p"^q,  on  aura 
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d’après  la  pramière  équation  du  groupe  (267)  [art.  agg], 


r ' ày 
•/ vv/v*— K 


mais 


x = are  (séc=_y)  , cos®  = -, 

d’où  

cosix  = \/^S,  sinia:  = \/2^, 

et  par  conséquent , 

cot  i X = » 

donc 


S-, 


*>(9+py) 

{arc  (séc=:y)— ^;;^^arc[ta*=v/ 

• +const (I)-. 

5i  P xs  q , c’est-à-dire  si  l’on  a , abstraction  faite  do 

la  constante  - , à intégrer  la  formule 
P 


yi^+y)  //— »’ 

alors  d’après  l’équation  (J)  et  la  seconde  du  groupe  (257) 

j 1 

[art.  399],  etfaisantattentionqua  tangÿX=y  Jljilÿ* 
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^ :=.■  z=uc(sic=:y)—\/ îL_i-}-const..(II). 

>(i+j)V<y*-ï  ''  J'+* 

Enfin,  si  p <9 , l’équation  (b)  et  la  dernière  du  groupe 
(a57)  [art.  299]  donneront  » 


4-  const (111)  • 


FIN  DES  NOTES  DE  LA  FBEMIERE  SECTION 
DD  CALCUL  INTÉGRAL. 
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Elimination  d’nne  constante  qui  est  facteur  dans  l’un  de< 
termes  variables  de  l’expression  du  rapport  des  difiiéren- 
tielles  des  deux  variables , {a 

De  la  différentiation  des  équations  m<l<fcs  entre  un  nombre 

quelconque  de  variables  , 44 

Sim[ililication  des  équations  différentielles  entre  plusieurs 

variables  mdlëes  dans  un  cas  qui  se  rencontre  souvent,  44 
Cas  dans  lequel  la  règle  de  l’article  préce’dent  est  nn  defaut, 
quoiqu’il  pût  paraître  an  premier  aspect  que  ce  cas  doit 
s’y  soumettre , 

33.  Da  développement  des  puissances  des  polynômes,  par  le  mojea 
des  diffcrentienes  logarithmiques,  4^ 

34*  Développement  dn  logarithme  d'un  polynôme  qnelconqne  , 
en  se  servant  des  diffîérentielles  logarithmiques^  4^ 

CHAPITRE  V.  Des  différentiations  successive!  } 
du  théorème  de  Taylor  , et  de  quelques-unes  de 
* ses  applications  auxedéveloppemens  des  séries  , 
et  aux  tranfformations  , 

Des  formes  différentielles  que  prennent  les  coefficiens  variables 
de  Aa:  dans  l'équation  (i)  [art.  3],  5o 

Des  fonctions  variables  qni  ont  toujours  un  ordre  de  diffëg 
rentielle  constant , 5a 

Des  fonctions  variables  susceptibles  d’un  nombre  indéfini  de 
différentiations  sj^cessives , 53 

Nota.  Les  quatrième  et  cinquième  applications  de  ceC 
article  sont  remarquables. 

Théorème  de  Tajlor  , suivi  de  quelques  applications 
unies , _ 55 

CHAPITRE  VI.  Des  différentielles  successives 
des  fonctions  de  plusieurs  variables.  ^ 

Différentiation  jusqu’au  second  ordre  du  produit  de  deux 
variables,  en  considérant  d’abord  l’une  de  ces  variables 
comme  variant  uniformément,  6t 

. Article  absolument  nécessaire  à lire  pour  l’intelligence  de 


35. 

36. 
3y. 

♦38. 

3g. 

♦*4o 


tout  ce  qui  suit. 


6a 


Il  faut  dans  quelques  cas , lorsqu’on  différcntïc  successive- 
ment nne  équation  variable , considérer  la  différentielle  de 
l’uuc  des  variables  comme  constante , 56 

.♦{a.  Dos 
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De»  diffc'renliellea  d’an  certaig  ordre  qui  deviennent  coii»- 
tante»  dan»  ie  cours  des  differeptiations  successive»  ^ 


43. 

îT 


^ p8R«  67 

Du  calcul  des  différentiations  snceessives , . fîSi 

Développement  general  de  la  difFerenûeUe  d’an  ordre  qu^ 

conque,  du  proHuttrfe  deux  qnantiiës  variables, * gq 

Usage  de  la  fo.i.iule  dimontrée  dans  l’article  précédent  lo^ 
qu’un  veut  diffdréniler  successivement  le  produit  de  plus  de 
deux  vanabie» , *- — 

Usage  de  Ig  même  foimulc  Jaus  les  différentiations  siirresnivl^ 
de  la  puissance  d’une  variable , 

Simplificauon  de  ia  méthode  precedente  et  de  la  diffïren^ 
tielle  obtenue,  lorsque  1,’exposant  de  la  variable  est  un 
nombre  pair , ^ 

Usage  de  la  formule  (48)  [art.  44]  dan»  les  differemialioL 
des  produiU  de  fonctions  transcendantes  de  Toriables, 
Adduction  de  chaque  différentiation  successive  d’une  équo-, 
tion  quelconque  entre  deux  variable»,  k une  première  tbffé.^ 
rentiation  : 

78 
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4a 

47- 

48. 

49- 


5o, 

5s- 


5a. 

53. 


Incouveniens  de  la  ludibode  précédente 


64. 

55. 

56. 


Ce  qu’on  doit  fane  en  se  seivam  de  la  mdthode  dé  l’artlclc  4o  . 

▼urjîiDtai  Mt  dddsianie  y ~ 

Opcfs'Uioa  réciproque , ^ ^ 

Toute  cquation  F (x,  jr  ) = o entre  deux  variables  «ilee^ 
étant  differeutiee  m fo.»  de  suite  , en  prenant  cLr  constante 
peut  toujours  avoir  sa^iifférentielle  du  mi.»,  ordre  ramencâ 

àlaformeg  = F»'(x,jr),  - 8ï 

CHAPITRE  VII.  Des  .différentielles  exactes  et 
iMxactes  ; manière  de  connaître  si  une  formule 
différentielle  est  dans  le  premier  ou  le  second 
cas.  Démonstration  de  quelques  théorèmes  qui 
nous  seront  très-utiles  dans  le  Calcul  intégral. 
Equation»  de  condiüon  qui  doivent  avoir  lieu  si  une  formule 
diffcrentieUe  est  exacte , gj 

Ce  qu’on  doit  faire  pour  connaître  ai  une  formule  differen- 

*'*"*  differentielle’exacte  d’une  formula 

différentielle  de  l’ordre  m — i , gg 

Une  fonction  homogène  entre  un  nombre  quelconque  de 
vartables,  est  égalé  è sa  différentielle  divisée  par  U degré 

3l 


4Sa 

Art. 

*♦57- 
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de  cette  fonction  , en  substituant  aux  difierenticHes  deï 
variables,  les  variables  marnes , psg-  '87 

Une  fonction  différentielle  de  l’ordre  m <tant  complète  e» 
exacte,  peut  toujours  sc  ramener  i une  simple  lonciion 
différentielle  du  premier  ordre  et  exacte  , en  ne  prenant 
dans  la  formule  donnée  que  les  termes  affectés  de  la  dittc'- 
rentielle  de  Pordre  m d’une  seule  variable , et  y substi- 
tuant à la  place  des  différentielles  du  m‘‘"’  ordre  de» 
variables.,  celles  do  premier  ordre, 

CHAPITRE  VIII.  Application  du  calcul  différenr 
tiel  à quelques  questions  importantes  d’analyse 
algébrique  que  la  simple  algèbre  ne  résout  pas 
généralement. 

68.  Problème.  Déterminer  si  nne  formule  donnée  entre  deux 
^ variables,  est  fonpûoD  d’uno  autre  fbtmulli  indiquée  entre 
les  mêmes  variables , 90* * 

5g.  Des  fonctions  variables  qui  se  lédnisent  à l’expression 

vagne  - , lorsqu’on  donne  une  cesigine  valeur  à la  va- 
riable , __  9* 

*60.  Méthode  générale  ponr  évaluer  l’expression  -,  lorsque  I» 

fraction  d’où  elle  provient,  par  une  valeur  particulière  de 
• la  variable,  est  toute  ratioimelle  on  n’est  pas  aBiictée  de 
termes  radicaux  qui  s’évanouissent  d’eux-mémes  par  la 
- vateur  particulière  de  la  variable  qui  a fait  évanouir  simul- 
tanément les  deux  termes  de  la  fraction  proposée  , gx 
*6i.  Du  cas  où  la  règle  prescrite  dans  l’arricle  précédent  est  en 

défaut  > ^ j W 

*62  Ce  qu'on  doU  foire  lorsqoe  les  deux  tenues  d^  k fractioa 

qui  se  réduit  i j pat  une  certnioe  vakur  de  la  variable  , 

sont  affectés  d’un  même  exposant  fractionnaire  et  irré- 
ductible , 97 

Examen  du  cas  oit  une  telle  fraction  serait  mnkipliée  par 

nne  autre  fraction  variable  qui  ne  se  réduirait  pas  à - 

pour  la  valeur  de  la  variable  qui  a réduit  la  première  frac- 
tion à Celte  expression  vague , })8 

, Du  cas  oîi  les  deux  termes  de  la  fractioa  proposée  se  conr- 
poscut  de  plusieurs  lermea  variables  affeoM  dW  même 


■'63. 


^61 
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exposant  fractionnai^#,  cl  qui  s’évanouissent  simultu 


.0 


Art.  é ment  en  donnant  nne  certaine  valeur  à la  variable,  pag. 
*ti5.  Ducasotiles  termes  radicaux  nea'évanouissent  qu’en  partie  par 
une  certaine  valeur  donnée  & la  variable  , et  que  K ftac- 

tion  proposée  se  réduit  b l’expression  - par  le  concours 


de  plusieurs  termes  qui  se  détruisent  mutuellement  lors- 
qu’on donne  à la  variable  la  valeur  particulière  en  ques- 
tion , rot 

'^66.  Dn  cas  où  la  fraction  proposée  se  compose  de  termes  qui  sont 
élevés  à des  puissances  fractionnaires  diHérentes , et  qui 
s’évanonissent  simultanément  d’après  une  certaine  valeur 
donnée  è la  variable  , io3 

O • 

*6;.  Des  fractions  qni  ne  se  réduisent  à -que  parce  que  leurs 


. termes. affectéa  de  radicaux  diScrens  se  détruisent  tirutnel- 
lement  en  donnant  une  certaine  valeur  ù la  variable , sans 
s'évanouir  d’eux -mêmes , ro3 

CHAPITRE  IX.  De  la  méthode  masdmîs  et 
raimmis. 

68.  Définition  des  nutximii  et  minimis  ou  extrêmes  gran- 
deurs, ro4 

6^  Méthode  des  maximis  et  minimis  pour  les  fonctions  d’une 
• seule  variable , ji5 

70.  Même  méthode  ponr  les  fonctions  d’nn  nombre  quelconque 
de  variables , 11^ 

7t.  Moyen  de  reconnaître  si  les  valenrs  trouvées  aux  variables  par 
les  opérations  enseignées  précédemment,  rendent  les  fonc- 
tions 4e  deux  variables  des  maximis  ou  des  minimis , 1 18 

73.  Mêmes  recberches  pour  les  fonctions  de  trois  variables,  laa 

CHAPITRE  X.  Du  développement  des  fonctions 
d’un  nombrç  quelconque  de  variables  après  leurs 
variations  respectives , ia5 

*73.  Démonstration  très-simple  de  la  mmnle^qui  donne  le  déve- 
loppement d’une  fonction  entre  dènx  variables  , lorsque  ceS 
variables  ont  crû  de  leurs  diSRirences  respectives  , laS 

74.  Méthode  générale  et  extrêmement  simple  de  Lagrange  pour 

efiSretner  des  développemens  semblables  des  fonction:  d’un 
nombre  quelconque  de  variables  , 1 a8 

75.  Quel  que  soit  le  changement  qu’on  fait  éprouver'  aut  diffé- 

rentiations partielles  successives  d’une  fonction  de  dent 
variables , la  différentielle  résultante  est  la  même , i3d 

5ti. 
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tiotti  étendoBi  ce  principe  aux  différenfiallons  pi#tigllCT 
et  successircs  d’une  fonction  d’un  nombre  quelcoixjne 
• de  Tarûbles , * pag.  i3s 


CHAPITRE  XI.  Du  calcul  des  différences  des 
fonctions  variables , i33 

*77.  Le  calcul  (liSiirentiel  étant  en  quelque  sorte  un  cas  pariico- 
lier  du  calcul  aux  différences  , U parait  qii’on  devrait 
J commencer  par  ce  dernier  calcul  pour  en  déduire  le 
premier  j raison  qui  nous  a fait  agir  en  sens  inverse  , 

i3î 

*78.  Développement  de  plnsieurs  différences  dn  premier  ordre 
de  fogetions  variables , en  nons  servant  seulement  du 
théorème  de  Taylor  et  autres  qui  en  dépendent , i34 

*79.  Avantage  dans  un  grand  nombre  de  cas  , de  la  méthode 
précédente  sur  celles  qu'on  a employées  jusqu'à  pré- 
sent , t3y 

80.  Etant  donnée  l’équation  qui  exprime  la  relation  existante 

entre  plusieurs  variables , on  en  déduit  par  la  méthode 
des  différences , l’équation  exprimant  la  relation  qui  existe 
entre  les  différences  daevariadtles,  137 

81.  Différence  développée  des  logarithmes  des  fonctions  va- 

,•  riaUes,  i38 

' 8a.  /dem,  des  quantités  exponentielles,  i38 

*83.  Comment  de  l’équation  (71}  on  déduit  la  valeur  numérique 
de  la  basé  du  système  des  logarithmes  naturels  , i3g 
84-  De  la  différence  des  quantités  exponentielles  du  second 
genre  et  du  premier  ordre,  iSg 

85.  De  la  différence  des  quantités  exponentielles  de  tous  les 
ordres , , i^o 

86,87.  Des  différences  des  lignes  Irigottométriques  d'arcs  de  cercle 
ou  angles  variables , 141 , 

88.  Des  différences  des  lignes  trigonométriqnes  des  arcs  mul- 

tiples et  de  leurs  puissances , de  même  que  des  puissances 
' de  ces  fonctioniflkt  des  quantités  exponentielles  par  les 
lignes  trigonomstriques  et  arcs  variables , i4a 

89.  Différence  des  logarithmes  des  lignes  trigonométriqnes  d 'arcs 

variables , i43 

go.  Développement  de  la  différence  de  chacune  des  deux  for. 

mules  x*sin  x et  x*cos  x,  14.4 

gi.  Du  calcul  des  différences  des  ordres  supérieurs,  en  conss- 
dérant  d’abord  tontes  les  différences  des  variables  comme 
étant  cUes-méates  variables  , et  ensuite  considérant 
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'Art,  la  différences  des  variabie»  comme  comtantes,  pag.  i45 
<)a.  Me'thode  qai  abrège  beanconp  le  qalcul  des  différences 
d’nn  erdre  quelconque  des  fonctions  d^uiîe  senle  va- 
riable , i46 

fl3.  Méthode  semblable  pour  tronTcr  la  différence  d’un  ordre 
quelconque  de  fonctions  de  deux  variabla , i5o 

94-  Extension  de  la  métiode  précédente  pour  les  fonctions 
■ d'un  nombre  quelconque  de  eariables , 

CHAPITRE  X.II.  jipplicationdes  calculs  aux 
différences  et  différentiel  à la  théorie  des 
' courbes, 

S-  L tfouvelles  preuves  de  la  rigueur  du  calcul  diffé~ 
rentiel,  déduites  de  quelques  principes  élémentaires 
de  Géométrie. 

*qS.  De  l'cquation  différentielle  du  cercle  , déduite  rigoureu* 
sèment  de  son  équation  primitive , 

*96.  Extension  du  raisonnement  précédent  à tontes  les  courbes 

s.  . iS 

97-  S-  II.  Probité.  Véÿuation  d'une  courbe  étant  donnée, 
‘télerminer  par  le  seul  calcul  si  cette  courbe  pré- 
sente sa  concavité  ou  sa  convexité  vers  V aie  des 
abscisses,  1^ 

§.  III.  De  la  méÜiode  des  tangentes  pour  les  oni.rC!. 
planes  considérées  par  leurs  équations  entre  Uc 
coordonnées , \ 

•8.  Equation  générale  de  la  sécante  des  courbes  planes , tSg 

99.  de  la  ungèhle , ^ 

100.  Ce  qu’exprime  dans  l’éqnarion  ptrécédenys  la  gni^ntirf  • 

, ’ , 160 

^pression  générale  .de  la  sous-sécante , 

1U2.  Afem de  la  sons-tangente,  ,flr 

E*p*«»*iona  générala  des  tangentes  trigonom étriqués  des 
angles  que  forment  respectivement  la  sécante  et  la 
tangente  d’une  courbe  avec  l’axe  des  abscisses,  i6t 
^o4,io5  Des  équations  des  sécantes  et  tangentes  des  courbes  du 
etioA  second  degré,  et  des  expressions  des  sous-sécantes  et 
^ sons-tangentes  des  lu^xnes  courbes,  i6a  1(53 

107^108.  De  la  logarithmique,  équaüon  de  sa  tangente,  exprciioi» 
®‘  cuustoiede  sa  sous-tangente  lorsqu’on  la  pr«d  sur  ' 

l’axe  assymptotique , et  variable  lorsqu’on  la  prend  sur 
J’aae  qui  eonpe  la  courbe  è son  origine,  i63  j 
W’  ConatruetioD  géométrique  du  logarithme  Ae  la  tangent» 
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trigonomcàrique  de  r.nngle  formé  par  la  tangente  de  la 
Art.  logarilliraiqae  avec  l’axe  dee  absoisacs  , pag.  i66 
iii.na,  De  la  cycJoïde,  de  ses  équations,  de  i’éqnation  de  la 
iid  et  tangente  de  cette  coorbe,  de.rexprestiog  de  sa  soos- 

n4-  tangente,  et  de  la  conitruccion  géométrique  de  cette 

dernière  iigne  , 166  i»  168 

ii5.  Equation  générale  de  la  nArmale  dea  conrbes,  170 

J i6.  Expression  generale  de  la  aonsmormale  , 

. X17.  Application  aux  Meuons  coniques  ; 

J18.  Idem .‘i  la  logaritlimiquc,  Ï7I 

119.  idem. lacycloïde, 

rto,  13 1.  Expressions  analytiqnes  des  tangentes,  normales,  inter- 
t«aetia3.  eeptées  et  coinierceptées  des  romliea,  173,173 

134.  Utilité <le  la  cointeroeptée  ponr  déterminer  si  nne  coarbe 
donnée  par  son  éqüatiori,  est  assymptotiqne  ou  non,  173 
saS.  Cas  dans  lequel  la  Agie  précédente  est  en  défaut , 174 

33b'.  Ubservation  sur  les  formules  diBè'renrielles  données  aux 

articles  130  et  131  *,  ^ 174 

§.  IV.  De  la  méthode  des  tangentes  pour  les  courbes 
■planet  dont  let  circonstances  tant  données  par  leurs 

' éifuationt  polaire*, ^4 

137.  Desëqpiacipns  ptdnisciaJsr  «enifcei,  174 

ia8.  Des  équations  qni  servent  il  passer  de  l’éqiiation  aux 

coordonnées  d’une  conrlie  ^ son  éqnation  polaite,  et 

rcciproqnement , ^ 

13Q.  Deltl  soos.sécante polaire  et  desan  expression  générale,  176 
•*i3o.  De  la  sous^aogente  polaire  et  de  son  expression  géné- 
rale , 177 

1 3 !..  Expression  de  la  aons^angentc  polaire  de  l’ellipse,  179 

i33.  Equation  de  la  qnadratrice  , _ 180 

i33.  Belle  propriété  tb;  la  quadratrice  qui  Inf  a fait  donner 

ce  nom  . , 181 

l34-  De  l’éqnatioi»  polaire  de  la  quadratrice  , ~~  181 

j35.  Expressioii  de  la  sons-tangente  polaire  dn  ta  qnadra- 
tries.  183 

|36.  De  la  stiirale  d’Archimède , 183 

, l3?.  Eqnation  polaire  de  cette  spirale  , et  belle  propriété  qu’a’ 
cette  courbe , - * i83 

l36.  Expression  de  la  sons-tangente  ; antre  bele  propriété  de  la 

même  coorbe  , i84 

l3g.  Des  spirales  de  tons  les  genres , lents  classemens  en 
spirales  paraboliques  et  spirales  hyperboliques  , l85 

1^0,.  De  la  spirale  hyperbolique  du  premier  genre  et  de  sa  sons- 

taUgcnte  consume  , iSg9 
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iili.  Mcthcxle  pour  obtenir  Tégnation  dilfcTcntWle  entre  let 
coimlomiéts  rectiliRne»  d’nnc  courbe  dont  on  a seu- 
lement l’cgiiation  primitive  polaire', 'pag.  |86 

Application  de^ue  nrtthode  aux  spirale»  de  tout  les 

genrea, 187 

tja.  De  la  spirale  logarilhmiqne  , iSS 

i43~Frpre»rion  dt  la  aoos-tangente  de  cette  m^me  cooTbe , 188 
<44-  Proprictd  remarquable  de  la  spirale  logarithmigne,  i8() 
**i45.  La  directrice  des  sections  coniqges  est  le  lieu  des  rxtrrfmitéa 
extëricnrn  dea  tous-tangrntrs  Ix>Iaircs  de  ces  courbes,  i8g 
*146.  On  déduit  de, celte  propriété  un  moyen  bien  simple  de  me- 
ner une  tangente  anx  courbes  du  second  degré  , iga 
*>47-  Du  rapport  do  la  distance  d’un  point  quelconque  de  la 
circonférence  d'une  courbe  du  second  degré  il  sa  direc- 
trice, au  rayon  recteur  qui  aboutit  à ce  même  point, 

\ 

**i48.  Le  lieu  des  sons-tangentes  polaires  de  la  spirale  d’ Archi- 
mède, est  la  spirale  parabolique  du  premier  genre,  ig3 
*149.  La  courbe  aux  sous-tangentes  de  la  spirale  hyperbolique  du 
premier  genre  , est  son  cercle  directenr,  ig4 

150.  Le  lien  des  sons-tangentes  de  la  spirale  logarithmique  , est 

aussi  nne  spirale  logarithmique,  - ig4 

151.  Expression  générale  des  sous-normales  polaires , ig4 

l5a.  Sous-normale  polaire  de  tontes  les  sections  coniques  , igS 
|53.  La  sous-normale  polaire  de  la  spirale  d'Archimède  est 
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tieUe  biaom» algébrique  x>dx( a -hbx”)r. 

Quatrième;  ..  =«86  » >9» 

Des  formules  différentielles  afgc'briqnes  polynômes  qni  s'in- 
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& celle  de  x— 'dx  (a-hfcx"Jf,  lorsque  n — r est  mul- 
tiple de  m,  ^ : 3^ 
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a3d.  Des  cas  où  l’intégration  de  la  différentielle  trinôme 
x*dx  (a-(-6x”-Hcx’“)r  dépend  seulement  de  l’intégra- 
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tement  int^rabie* , et  Uun  intégrales  sont  algel>riqnes , 
' ou  seulement  transcendantes  par  les  logarithmes  ou  par 
les  arcs  de  cercle , et  radine  par  une  seule  d»  ces  deux 
espèces  de  transeendantes , juig.  34i 

Passages  réciproqaes  de  l’ime  des  deux  transcendantes  h 
l’autre , 343 

CHAPITRE  ni.  De  l'intégration  des  fonctions 
différentielles  , irrationnelles  et  algébriques. 
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\ 


Digitized  by  Googlç,. 


f 


TABLE  DES  MA'nÈRES.  4g5 
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tion  quelconque  de  x , et  p un  noznjtre  réel  quelconque 
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*a58.  Modification  que  l'on  doit  faire  épronver  dans  certains  cas 
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<fxV^  i-t-xsr , 369 
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nombre  de  cas,  elle  aurait  le  désavantage  , 873 

*3lBo.  Là  méthode  de  l’article  367  où  nous  considérons  X comme 
une  fonction  algébrique  de  x , peut  encore  servir  avec 
quelques  avantages  dans  certains  cas  lorsque  X repré- 
sente une  fonction  transcendante  de  x.  Nous  en  donnons 
un  exemple,  37^ 

361.  Intégration  de  la  formule  X<fx  (fx)r,  dans  laquelle  X repré- 
sente une  fonction  algébrique  de  x , • 3";5 

Nous  obtenons  dans  cet  article  le  terme  sommatoirc  de  la  suito 

— ô + 7 — T + 7 . + etc.  à l’infini , , 37g 

1.3®  9-*  ih.a’  > ) /» 

363.  Intégration  de  , ■ 38o 

a63.  L’intégrale  trouvée  dans  l’article  précédent  ne  pouvant  s'ob- 
tenir exactement , lors  même  que  p est  un  nombre  entier 

et  positif,  que  dans  le  cas  oùX(^~‘)'=  ^ j noos  donnons 

la  série  qui  bit  counallre  par  approximation  l'intégrale 

dépend  celle  de  la  formule  proposée 

Xrfx 

364.  De  l’intégration  des  différentielles,  dans  lesquelles  il  n'entre 

que  des  fonctions  de  quantités  exponentielles  du  premier 
•genre  et  du  premier  ordre  , 3S3 

s65.  Intégration  de  l.v  formule  Xa'tfx,  dans  laquelle  X est  une 
fonction  algébrique  de  x , 386 

aOfi.  Intégration  de  x’>a‘dx , . . 387 


de  ^ , d’où 

<r 


383 
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aG~.  iDtdgration  de 


a’dx  , , dy  , x'^dx  , 

, ensuite  de  et  de  par  det 

a: Ir  Ijc ü 


sériés  semi-conTetRentes  en  sens  inverse  de  celles  (aog)  et 

(at'»). , ^ 

a*dx 


aG8.  Intégration  de  . 


- par  une  léris  t£nll>convergente  «n  sens 


' inverse  de  celle  (a 
a6<>.  Autre  manière  d’inl 


3go 


;rer  la  formule  "Xa^dx  gne  celle  de 


l’article  aC5,  et  qui  est  plus  avanla|;ense  dans  on  graud 
nombre  de  cas.  Application  de  cette  méthode  à l'intégra- 

3gt 


tion 


aldî 

de  — , 


870.  Il  arrive  quelquefois  gne  les  méthodes  enseignées  précé- 
demment pour  intégrer  les  quantités  ex(>onentiellcs  sont 
fort  peu  commodes  , et  donnent  des  résultats  bien  peu 
saiisfaisans.  Il  faut  alors  , par  quelque  artifice  , tâcher 
d’obvier  à cet  inconvénient.  Kous  en  donnons  un  exemple 
rn^dx 


en  eberebant  l’intégrala  de 


Sgî 


a:3. 

a:4- 

■'a^S. 

■"a"' 

•"a-8 


Intégration  de  Sÿj 

CHAPITRE  V.  De  rintégration  des  fonctions 

circulaires.  

Intégration  de  la  formule  "S^dx , dans  laquelle  X repré' 
sente  une  fonction  algébrique  de  x , et  ^ un  arc  de 
cercle  dont  le  sinus  ou  toufe  autre  ligne  trigonométrique 
est  X,  ^ 3ÿ5 

Intégration  de  la  formide  X|*dx , dans  laquelle  X repré- 
sente toujours  une  fonction  algébrique  de  x , et  f un  arc 
dont  la  ligne  trigonométrique  est  nne  fonction  algébrique 
quelconque  de  x , SqS 

Intégrations  des  produits  successifs  de  la  différentielle  d'un 
arc  pur  les  lignes  trigonométriques  des  multiples  de  res 
arcs , 4<» 

Autres  intégrations  du  même  genre , mais  oii  il  se  trouve 
lin  facteur  de  plus  qui  est  une  ligne  trigonométrique  de 
l’arcsimplc,  . • 

Autres  intégrations  Semblables , mais  les  denx  facteurs 

trigonométriques  appartenant  & des  arcs  multiples,  ^oi 

. Nouvelle  méthode  et  plus  générale  qite  toutes  qelles  connues 
pour  intégrer  r/x  sin"x,  4”4 

. Idem  pjour  dx  cos^x , ' 4^® 

, 379  '<  ^8o.  Autres 
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.. les  nidoies  fornmî®*  </x8in”*x 

s „ m,  T.'™  1“ 

CDtier  et  positif  J 

puissances  des  sinu.  4o9et4io 

!î83  1 • / « 

>84'.  ilntégratlonsdesformnlesda:  tang-xetdr  cot»x,  4'>«4>5 

un  nombre  quelconçiue  different  de  — i et  du  p 
exposant  pris  négativement , 

' Antre  méthode  d’intégrer  la  même  formule,  qni*a  sut 

celle  de  l’article  précédent , 8e  donne^xac- 

tement  l’intégrale  demandée,  lorsque  les  deux  exposant 
m et  n sont  te  nombres  entiers , positifs  et  pair. , 4 '5 
■ cos’xdi  sin^rux 

a88.  Intégration  des  formules  cosx  ’ ’ 

dx  4*0 

aSg.  Idem  de 

4x0 


sin  X cos  X 
dx 


dx 


ago.  Idem  de  **  8e 

Lorsque  l’exi>osnnt  de  sin  x on  de  co.  x dans  les  d.ui  for. 
i^les  qu’on  vient  d’intégrer  est  un  nombre  pair , on 
parvient  immédiatement  à des  intégrales  qui  sont  beau- 
coup plus  simples , ... 

^ ^ dx  cos’Px  dx  .m’e+’x  _ 

aga.xgS,  Intégrations  des  formules  > cosix 

et  394.  dx  cos’»c  dx  cos»iH-x  4a4,4x5 

sinfx  sinTx 

ao5.  Les  intégrations  considérées  dans  les  trois  articles  precc- 
^ dent,  conduisent  à celle  de  dnang-x  et  de  dx  cot»x,  4x5 

dx  r^G. 

396.  Intégration  de 

397.  Du  cas  oit  m ■■ 


sin^xcos’x  ’ 
zn  , 


338,399.  Intégrations  des  formules 

....  àx  .4Î, 

3oo.  Intégration  de  „ . „ 


4<i6 

.4x8 


f 


1 
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3oi.  IniecraiioTi  de  — et  de 

P COb  X 

« 1 sinxJx  , 

3oa.  Idem  de  — ; r—  et  de 

P -h  <7  sin  X P -h  <7  < 


P -H  ^ binx 
cos  xdr 


P»g.  4ÎI 

43a 


_ , (fl+6cos  J (a+b^'mr)dx 

■3n.3.  Idem  de  A —r-  et  de  V — ^ . , 

(p-K/t'uiT)"  )"• 

3o4-  Moyen  l e;mioiip  plus  simple  d’inteprer  les  formule* 
( I + <j  cos  r et  ( i + <i  sin  x ]'"dx  que  celni  de  dé- 

velnp|>erces  formules,  et  d’inteprer  particulièrement  chacun 
des  termes  des  dcveloppemens , _ 4^7 

3o5.  Des  méthodes  précédentes,  on  déduit  immédiatement  les  in- 
àx  , dx 


433. 


tégralcs  de  — 


et  de  ■ 


• , lorsque  fl<t  5 


I + a cos  X I .+•  a sin  X 

-mais  si  a > 1 , il  en  fant  res’enir  aux  méthodes  de*  ar- 
ticles agq  et  298,  44* 

306.  Des  cas  où  dans  les  formules  considérées  è l’ai  ticle  3o4  » 

l’exposant  est  un  nombre  fr.ictionnaire  positif  ou  néga- 
tif , et  pour  lequel  il  faut  avoir  recours  à la  formule  (aoô), 

^ ^ 

307.  Intégration  de  la  formtde  différentielle  transcendante 

dyt  ( 1 -t-  fl  cosy) , 448 

308.  Der  intégrales  en  suites  indefinies  de  terme*?  dn  produit  de* 

logarot-mca  n«>»re>»  des  lignes  IrigoDometnques  des  arc* 
simples  par  les  diBëieniielles  de  ces  arcs , 448 

3og.  Intégration  des  formules  différentielles 

m»*sin"x</x  et  m‘‘*coa’xtix , 4^0 

3lo-  Idem  des  formule* 

(sin  px  sin  ijx  )’dx , (cos  px  cos  qx  )'dx 

et  (sinpxcos</x)"t/x,  4^8 

3il.  Idem  des  formules 

m*^dx  sin  px  sin  qx , m‘“dx  cos  gx  cos  qx 

et  7n‘‘*dx  sin"x  cosex  , 4^5 

3ia.  Idem  de  la  formule  m®-'dxsin’'x  cosejr,  4^6 

CHAPITRE  YI.  Des  intégrales  prises  entre  des 

limites.  , 

3l3.  Définition  de  ces  intégrales  entro  des  limites,  4^7 

3t4'  l'  omiule  qui  donne  l'intcgrale  generale  de  X</x  entrcles  limite* 

a ctt,  459 

3î5.  Des  cas  où  l’on  doit  éviter  de  se  seivîr  de  la  formule  démon- 

trée dans  l’article  précédent , pour  avoir  une  iutégrale  entre  ' 
des  limites , 4^ 
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3l6.  ^ais  la  fortuale  clc  l'article  3i4  >ert  h inUgrer  avec  nne  tr^- 
' grande  approximation  Ira  quamitéa  differentiellea  qui  ne 
* sont  pas  exactement  intégrables , pag.  460 

*317.  Des  preprictes  de  quelques  intégrales  prises  entre  des  limites  t 

4®* 

HOTES  RELATIVES  A LA  PREMIÈRE  SECTION  DU 
CALCLt  INTÉGRAL. 

• 

Noie  h De  la  recherche  des  facteurs  du  serond  degr^ , recelant  deux 
facteurs  imaginaires , des  polynômes  algcbriqoes  et  ra- 
tionnels, • * 4^3 

'•‘U  relative  h Tarticle  ^4^,  47^ 

‘*‘111  relative  h Tarticle  a47  » 4?4 

Des  intégrales  de  trois  formales  diffléren déliés  algcliri^es 
et  irrationnelles  assez  compliquées , qui  se  déduisent  de 
quelques-unes  de  celles  trouvées  aux  articles  398. . .3o3  , 

475 
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